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STRESZCZENIE. Udowodnimy, ze dowolna grupa zwarta z me-
tryka obustronnie niezmiennicza jest izometrycznie izomorficzna
7 grupg izometrii pewnej zwartej przestrzeni metrycznej oraz,
bardziej ogdlnie, ze kazda grupa z metryka obustronnie niezmien-
nicza jest izometrycznie izomorficzna z grupg izometrii (z me-
tryka supremum) pewnej przestrzeni metryczne;j.
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1. WSTEP

W roku 1987, R. Saerens i W. R. Zame udowodnili w [6] nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1 (Saerens, Zame). Niech G bedzie zwartg grupg Liego.
Istnieje wtedy zwarta rozmaito$¢ riemannowska Y taka, zZe G jest
izomorficzna z Iso(Y).

Duzo pézniej, w roku 2003, S. Gao i A. S. Kechris udowodnili w [1]:

Twierdzenie 2 (Gao, Kechris). Niech G bedzie grupg polskq. Istnieje
wtedy polska przestrzen metryczna Y taka, Ze G jest izomorficzna
z Iso(Y).

Po kilku latach, w 2008, J. Melleray udowodnit w [3], ze:

Twierdzenie 3 (Melleray). Niech G bedzie zwartq grupg metryzo-
walng. Istnieje wtedy zwarta przestrzen metryczna Y taka, Ze G jest
izomorficzna z Iso(Y).

W roku 2009 M. Malicki i S. Solecki w [2] udowodnili miedzy in-
nymi, ze:

Twierdzenie 4 (Malicki, Solecki). Niech G bedzie lokalnie zwartq
grupq polskq. Istnieje wtedy przestrzen z wlasnoscig Heinego-Borela
Y taka, ze G jest izomorficzna z Iso(Y').

Wreszcie w roku 2013 P. Niemiec udowodnit w [4], Ze:

Twierdzenie 5 (Niemiec). Niech G bedzie grupg polskq (odpowied-
nio, zwartqg grupg polskq; lokalnie zwartq grupg polska). Istnieje wtedy
metryka d na przestrzeni Y taka, zZe G jest izomorficzna z Iso(Y'),
gdzie Y =ly (odpowiednio, Y =[0,1]; Y = [0, 1]“ \ {punkt}).

Cel ponizszych rozwazan jest podobny, lecz zamiast pokazywaé
izomorfizmy grup topologicznych chcemy otrzymac izometryczne izo-
morfizmy dla grup metrycznych. Doktadnej, dla pewnej grupy topolo-
gicznej z metryka obustronnie niezmiennicza pytamy, czy jest izome-
trycznie izomorficzna z grupa izometrii pewnej przestrzeni metrycz-
nej, wyposazong w metryke supremum. Udowodnimy nastepujacy wy-
nik:



IZOMETRYCZNE MODELE DLA GRUP 3

Twierdzenie 6. Niech (G, p) bedzie grupg wyposazong w obustronnie
niezmienniczq metryke p. Wtedy istnieje przestrzen metryczna (E,v)
taka, ze (G, p) jest izometrycznie izomorficzna z

(Iso(E, V), Vsup)-

Ponadto:

e Dla dowolnego u € Iso(E,v) mamy sup,.pv(u(x),x) < oo.

e Topologia zbieinosci punktowej na Iso(E,v) pokrywa sie z to-
pologiq zbieznosci jednostajnej wyznaczonej przez v.

o w(E)=max(Ry, w(G)).

o Jesli (G, p) jest zupelna, to (E,v) tez.

o Jesli (G, p) jest zwarta, to (E,v) tez.

Ze wzgledu na do$é¢ skomplikowany charakter dowodu Twierdze-
nie zostanie rozbite na cztery czesci. Zaczniemy od najprostszego
przypadku, gdy metryka ograniczona zadana jest na grupie osrodko-
wej (Twierdzenie 7 ponizej). Przedstawione rozumowanie jest inspiro-
wane dowodem twierdzenia Gao-Kechrisa zaprezentowanym przez P.
Niemca w [4], gdzie dla osrodkowej, zupelnej grupy metrycznej z me-
tryka ograniczona zostata skonstruowana przestrzen, ktorej izometrie
odpowiadaja mnozeniom z lewej strony przez elementy z wyjsciowej
grupy na zbiorze, na ktéorym grupa dziata w bardzo naturalny spo-
sob. Konstrukcja przedstawiona ponizej opiera sie na podobnej idei,
jest jednak zmodyfikowana w taki sposéb, zeby dla zwartej grupy G
otrzymaé zwarta przestrzen E. W dalszej czeSci opisujemy, w jaki
sposéb zmodyfikowaé ja jeszcze bardziej, aby otrzymaé analogiczny
wynik réwniez dla grup z metrykami, ktére nie sa ograniczone (Twier-
dzenie 8 ponizej). W dalszej czesci pracy skupiamy sie na powtorze-
niu tych wynikéw, ale juz bez zatozenia osrodkowosci, odpowiednio
w Twierdzeniu 9 w przypadku ograniczonym oraz w Twierdzeniu 10
w przypadku nieograniczonym, tutaj rowniez konstrukcja inspirowana
jest przypadkiem nieosrodkowym z [4]. Oczywiscie, istnieja przyktady
przestrzeni oSrodkowych, ktoérych grupy izometrii nie sa osrodkowe,
pokazujemy wiec w Twierdzeniu 11, ze jesli jaka$ grupe mozemy mo-
delowaé jako grupe izometrii przestrzeni osrodkowej, to dowolng jej
podgrupe domknieta rowniez. W pracy celowo wystepuja analogiczne
oznaczenia oraz (do pewnego stopnia) lematy przedstawione w [4].
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W sekcji 3 przedstawione sg wyniki, ktore ukazaly sie w mojej
pracy [5] (gdzie uzywam réwniez notacji analogicznej do przedsta-
wionej w sekcji 2), wzbogacone o dowody niektérych faktéw, ktore
w [5] zostaly pozostawione czytelnikowi. Wyniki w sekcjach 4 oraz 5,
mimo ze sa (do$¢ naturalng) kontynuacja wynikéw przedstawionych
w sekcji 3, nie sg jeszcze opublikowane.

2. NOTACJA 1 TERMINOLOGIA

Znaczna czesé ponizszej notacji zostata zapozyczona z [4]. W formie
praktycznie niezmienionej jest tez wykorzystywana w mojej pracy [5],
gdzie omawiam przypadek osrodkowy.

e Dla przestrzeni topologicznej X oraz funkcji f: X — X defi-
nivjemy f® : X" — X" przez

f@(ﬂ?l, <o 71;%) = (f(xl)v H 7f(1:n>>

e Dla przestrzeni topologicznej X, punktu a oraz funkcji f :
X — X definiujemy f xa : X x {a} — X x {a} przez
(f x a)(x,a) = (f(x),a).

e Dla przestrzeni metrycznej (X, d) oraz punktu a ¢ X definiu-
jemy d x a: (X x {a}) x (X x {a}) = R przez

(d x a)((z,a), (y,a)) = d(z,y)

dla wszystkich z,y € X.

e Dla przestrzeni metrycznej (X, d) oraz liczby naturalnej n > 2
definiujemy d® jako metryke maksimum na X" indukowana
przez d, to znaczy

d@((wla ce 7xn)7 (yb ce ayn)) = I?Zale(xwyz>

e Dla przestrzeni topologicznych X oraz Y oznaczamy przez XL
Y sume roztaczna X oraz Y. Dla rodziny zbioréw {X,}ses
oznaczamy jej sume roztaczna przez | g Xs.

e Dla przestrzeni metrycznej (X, d) oraz niepustych zbioréw

A BCcX

przez d(A, B) oznaczamy inf,ec 4 pep d(a,b).
e Dla przestrzeni metrycznej (X, d) przez Iso(X,d) oznaczamy
grupe izometrii przestrzeni X, czyli zbior bijekcji ¢ ze zbioru
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X w X takich, ze d(¢(z), p(y)) = d(x,y) dla dowolnych punk-
tow z,y € X.

e Grupy izometrii, jesli nie zostato napisane inaczej, sa wyposa-
zone w topologie zbieznosci punktowe;j.

e Dla metryki d na niepustym zbiorze X, przez ds,, oznaczamy
odleglosé supremum (z wartosciami w [0, 0o]) na Iso(X, d) in-
dukowang przez d.

e Jesli Iso(X,d) rozwazamy z topologia jednostajna (induko-
wang przez d), piszemy (Iso(X,d), dsup)-

e Dla uproszczenia zapisu bedziemy uzywaé oznaczen m V n =
max{n,m} oraz m An = min{m,n} dla m,n € {1,2,3,...} U
{o0}.

e Dla uproszczenia zapisu, jesli (X, d) jest przestrzenia metry-
czng oraz Y C X, przez d|y bedziemy oznaczaé¢ metryke d
zawezong do Y (zamiast d|yxy ).

Istotny dla nas bedzie tez nastepujacy fakt.

Obserwacja 1. Jedli funkcja dg,, na Iso(X,d) przyjmuje wylacznie
wartodci skonczone, jest obustronnie niezmienniczg metryka na tej
grupie.

Pokazemy, ze kazda grupa z metryka obustronnie niezmiennicza
jest izometrycznie izomorficzna z grupg izometrii wyposazong w me-
tryke supremum.

3. PRZYPADEK OSRODKOWY

Zaczniemy od lematu z pracy [4].

Lemat 1. Niech {(X, d,)},cq bedzie niepustq rodzing przestrzeni me-
trycznych takg, ze dla A = Nyeg Xs mamy:
e X;NXy = A oraz dg|p = dy|a dla kazdych dwéch réznych
indeksow s, s € S;
o Zbior A jest niepusty oraz domkniety w (X, ds) dla kazdego
sefs.
Niech X = Ugeg Xs oraz d : X x X — [0,00) bedzie okreslone przez
requty:
o d pokrywa sie z ds na Xs X X dla kazdego s € S;
o d(z,y) =inf {ds(x,a) + dy(a,y)|la € A} dla x € X;\ Xy, y €
Xo \ Xs, dla kazdych dwéch réznych indeksow s,s' € S.
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Wtedy d jest dobrze zdefiniowang metrykqg na X o nastepujgcej wila-
snosci: Dla rodziny odwzorowan fs € Iso(Xs,ds)(s € S) takiej, Ze
fsla = fs|la oraz fs(A) = A dla dowolnych s,s' € S, ich sklejenie
f = Uses fs (to znaczy, f = fs na X;) jest dobrze zdefiniowang
funkcjq takq, ze f € Iso(X,d).

Lemat ten bedzie jednym z najwazniejszych narzedzi wykorzysty-
wanych w konstrukcji. W cytowanej pracy byt on podany bez dowodu,
zalaczamy wiec wlasny dowdd dla kompletnosei.

Dowdéd. Wprost z definicji dostajemy symetrie oraz whasno$é d(z, x) =
0 dla dowolnego xz € X. Mamy tez d(x,y) > 0 dla 2z € X, \ Xy,
y € Xg \ X5, s # & réwniez z definicji oraz domknietosci A. Nie-
réwno$¢ d(z,y) > 0 zachodzi tez dla dowolnych z,y € X oile z # y
w pozostatych przypadkach, poniewaz d, jest metryka dla kazdego
ses.

Przechodzimy do sprawdzenia nieréwnosci trojkata.

Niech = € X,, y € Xy oraz z € Xy dla pewnych s,¢',s” € S.

Jesli s = ' = §”, nieréwnosé trojkata przenosi sie wprost z nieréw-
nosci trojkata dla d,.

Jesli s = &' oraz s # §”, dla dowolnego b € A mamy

d(x,z) = inf {ds(x,a) + dg(a,2)|a € A} < ds(x,b) + de (b, 2) <

< dS(ZL‘, y) + ds(y7 b) + ds”(ba Z) = ds(l‘7 y) + ds’(y7 b) + ds”(ba Z)
Przechodzac do infimum z b € A dostajemy d(z, z) < d(z,y)+d(y, 2).
Przypadek s # s’ oraz s’ = s” jest symetryczny.

Pozostaje przypadek, gdzie s # s oraz s # s”. Jesli s = &,
to d(z,z) < inf{d(x,a)+ dg(a,z)|la € A} z nieréwnosci tréjkata
dla ds. Jesli s # s”, to z definicji d zachodzi réwnos¢ d(z,z) =
inf {ds(x,a) + dg(a,2)|la € A}, wiec w szczegdlnosei réwniez staba
nieréwno$¢. Dla dowolnych b, ¢ € A zachodzi wiec

d(z,z) < inf{ds(z,a) + dg/(a,z)|a € A} < dg(x,b) + dg (b, 2) <

< ds(x,0) + dgr (b, c) + dgr(c, 2) = dg(x,b) + dy (b, ¢) + dg(c, 2) <

< ds(z,b) + dy (b, y) + dg(y,c) + dgi(c, 2).

Przechodzac do infimum po b € A, ¢ € A dostajemy

d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2),

co konczy dowdd nieréwnosci trojkata.
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Rozwazmy teraz rodzing odwzorowan fs € Iso(Xs, ds)(s € S) jak
w wypowiedzi. Z wlasnosci fs|4 = fo|a (dla s, s’ € S) mamy, ze f jest
dobrze zdefiniowana, poniewaz fs(A) = A (dla s € S), f jest tez bi-
jekcja. Pozostaje sprawdzi¢ zachowywanie odlegtosci. Dla dowolnych
reX;\A ye Xy \ Amamy

d(z,y) = inf {ds(x,a) + dy(a,y)|la € A}
oraz

d(f(x), f(y)) = inf {d(f(x),0) + du (b, f(y))[b € A}.

Poniewaz f jest bijekcja i f(A) = A, zbiory {b|b € A} oraz {f(a)|a €
A} sa réwne. Ponadto f(Xs\ A) = X\ A dla kazdego s € S oraz
fs zachowuje odlegtos¢ dla kazdego s € S, mamy wiec, ze d(z,y) =
d(f(x), f(y)), co konczy dowdd.

U

Aby unikna¢ powtarzania, wprowadzamy tez nastepujaca definicje
(por. [4]).

Definicja 1. Dla przestrzeni metrycznej X, odwzorowania v : X —
X oraz przestrzeni Y C (22, L, (X x {(n,k)})) L2, X)) L{w}l
{a}, przez ¥ : Y — Y oznaczamy odwzorowanie takie, ze

° a‘ym(Xx{(n’k)}) = [’U X (n,k)] ‘Yﬂ(Xx{(n’k)}) dla kazdych n >
k>1,;

® Ulynxi = U@’YmXi§

o I(w) = w;

e U(a) =a.

Sekcja ta bedzie podzielona na dwie gltéwne czeéci. W pierwszej
skoncentrujemy sie na przypadku metryki ograniczonej (oczywiscie,
miesci si¢ tu przypadek zwarty). W drugiej czesci opisujemy, co zmie-
ni¢, aby otrzymac analogiczny wynik dla przypadku nieograniczonego.
Wyniki z obu podsekeji ukazaty sie w mojej pracy [5].

3.1. Przypadek osrodkowy, ograniczony. Lemat, od ktérego za-
czniemy przypadek osrodkowy, jest wariacja Lematu 2.4 z pracy [4],
przeprowadzamy jednak konstrukcje nieco inaczej, aby otrzymac wie-
cej wlasnosci (np. zwartoscé).
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Lemat 2. Niech (X, p) bedzie niepustq przestrzenig metryczng takg,
ze p < 1. Wtedy istnieje metryka \ na

_<an |i| (X x {(n, k) ))u(igXi)u{w}

taka, Ze:

(a) N <12

(b) Dla kazdego u € Iso(X, p) odwzorowanie i : F' — F nalezy do
Iso(F, ).

(c) Jesli g € Iso(F,\) spetnia warunek g(X x {(n,k)}) = X x
{(n,k)} dla wszystkich n > k > 1 oraz g(X™) = X" dla
wszystkich n > 1, to istnieje u € Iso(X, p) takie, ze g = u.

(d) Jesli (X, p) jest zupelna, to (F,\) rowniez.

(e) Jesli (X, p) jest zwarta, to (F )\) rowniez.

(f) A xx{nk)} pokrywa sie z 2= ) dla wszystkichn >k > 1 oraz

A xn pokrywa sie z 5 dla wszystkzch n > 1.
(9) Dla u,v € Iso(X, p) mamy psup(,v) = 2Aeup (T, D).

Dowdd. W calym dowodzie traktujemy zbiory X x {(n,k)}, X", {w}
jako parami roztaczne. Metryke A\ bedziemy wprowadzaé uzywajac
Lematu 1, wszystkie metryki wprowadzone pomocniczo w dowodzie
na podzbiorach F' nalezy traktowa¢ jako metryki na podzbiorach
jednego ustalonego zbioru, ktore w szczegdlnosci moga sie ze soba
nietrywialnie przecina¢. Zaczniemy od zdefiniowania A4 na zbiorze
A= (X x{(1,)}H) U (X, X*) U {w}. Rozwazmy zbiér B C A skla-
dajacy sie z X x {(1,1)}, punktu w oraz punktéw ze wszystkich X"
o wszystkich wspétrzednych réwnych sobie (lezacych na przekatnych).
Dla uproszczenia zdefininjmy @O = (z,(1,1)) € X x {(1,1)} oraz
2@ = (z,...,7) € X' dla wszystkich z € X, ¢ > 2. Definiujemy Ap
na B przez:

e \s(z®,y@) = my) dla wszystkich z,y € X i>1

o \p(z®,y@D) = )\B(y@ @) = p”’ +572 1% dla wszyst-
kichz,ye X, 7>1>1;

o \(zD,w) = Ap(w, x@)

1> 1.

i1 2L dla wszystkich x € X,
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Pomocna dla lepszego zrozumienia definicji Ag moze by¢ wizualizacja
konstrukeji z niej wynikajacej jako "wiezy”, ktérej "pietrami” sg ko-
lejne potegi X, przy czym kazde kolejne "pietro” ma dwa razy mniej-
szg Srednice niz poprzednie, a odlegtos¢ miedzy dwoma sasiednimi
"pietrami” jest dwa razy wigksza, niz srednica wigkszego z nich. Po-
woduje to, ze cata "wieza” przypomina utozone w ksztaltt stozka coraz
blizsze sobie potegi X, przeskalowane przez coraz mniejsze state, z do-
rzuconym wierzchotkiem w.

Jedyna nietrywialna czescia sprawdzenia, ze Ap jest metryka jest
nierowno$c¢ trojkata. Dla uproszczenia zapisu wprowadZmy oznaczenia

k
+® = W, Co = 0 oraz ¢, = (%) dla dowolnego k£ > 0. Wtedy Ap

mozna opisa¢ rownowaznie jako
AB($@> y@) = civip(, y) + 4(cinj — i)

Nieréwnosé trojkata dla Ap sprowadza sie wiec do sprawdzenia, ze dla
dowolnych z,y,2z € X, 1,5,k > 1 zachodzi

)\B(x@a Z@) < /\B(‘r@v y@) + )‘B’(y@? Z®)7
czyli
civep(T, 2) + 4(cine — civi) < covip(T,y)+
+4(cing — civj) + civrp(Y, 2) + 4(Ciar — Cjvk)-
Przeksztatcajac réwnowaznie otrzymujemy
Civep(@, 2) = civip(@,y) — cjvep(y, 2) <
< 4(Cinj — Civj + Ciak — Cjvk — Cink + Civi).
Poniewaz p(z, z) < p(x,y) + p(y, z) wystarczy pokazaé, ze
(cive — civi)p(@,y) + (civie — cur)p(ys 2) <
< 4(cinj — Civj + Cjak — Civk — Cink + Civi)-
Otrzymane wyrazenie jest symetryczne ze wzgledu na ¢ oraz k, bez
straty ogolnosci mozemy wiec zatozy¢, ze ¢ < k. Dostajemy

(cr — civj)p(z, y) + (e — civi)p(y, 2) <
< 4(Cinj — Civj + Cjak — Cjvk — Ci + Ck).
Rozwazamy przypadki. Jesli j < k, dostajemy
(cx — civi)p(@,y) + (cx — er)p(y, 2) < 4cing — civj +¢j — ek — ¢ + k)

(*) (Ck — Ci\/j)p(ﬂf, y) < 4(02'/\]' — Ci\/j + Cj — Ci)-
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Poniewaz i, j < k, mamy (cx—c¢;v;) < 0. Z drugiej strony prawa strona
() wynosi 4(|c; — ¢;| + ¢; — ¢;), czyli jest nieujemna. W polaczeniu
z faktem, ze lewa strona jest niedodatnia, dostajemy ().

Pozostaje przypadek k < j. Poniewaz zatozyliSmy, ze ¢ < k, mamy
1 < k < j. Nier6wno$¢ ma wtedy postac

(cx — ci)p(x,y) + (cr — ¢j)p(y, 2) < 4(ci —¢j+cp —¢; — i+ )

(cr = ci)p(z,y) + (cr — ¢)p(y, 2) < 4(2¢, — 2¢;).

Poniewaz ci, > ¢;, jest to rownowazne

p(x,y) + ply, z) <8,

co zachodzi, poniewaz p jest ograniczone przez 1. Konczy to dowdd
nieréwnosci trojkata.

Mamy wiec, ze A jest metryka. Zauwazmy, ze dla dowolnego u €
Iso(X, p), odwzorowanie 4 spelia u|g € Iso(B, A\p). Zauwazmy, ze
dla dowolnego k € {2,3,4,...} zachodzi X* N B = {z® : 2 ¢ X}.

Mozemy wiec zastosowa¢ Lemat 1 do pary przestrzeni <X k. p?,?) oraz

(B, Ap), aby otrzymaé (B, ) takie, ze By = X* U B, metryka ),

pokrywa si¢ z Ap na B oraz z % na X ¥ Stosujac ponownie Lemat 1

do rodziny { (B, )\k)}ke{2,3,4,,..} otrzymujemy metryke A4 na A pokry-
L

k € {2,3,4,...}. Zauwazmy, ze dla dowolnego u € Iso(X, p) réwniez

mamy 1[4 € Iso(A, \4) (z Lematu 1) oraz Aa(X*, X*2) =y k22 L

dla 1 < k; < ky (utozsamiamy tu X' z X x {(1,1)}). Zauwazmy

takze, ze

wajaca si¢ z £ x (1,1) na X x {(1,1)} oraz z oD na X* dla wszystkich

(1) Al (L), (21, a)) =S o oy =... =z, =x

dla wszystkich n > 2. Dla kazdego n > 2 oraz k < n okredlmy
teraz metryke A, na X, = (X x {(n,k)}) U X™ pokrywajaca si¢

z 4 % (n,k) na X x {(n,k)}, z %7 na X" oraz spetniajaca

_ 1+ p(xaxk)

)‘n,k((xv (nvk))’(wlw"?*rn)) on
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dla dowolnych z1,...,2,,2 € X (A, jest metryka, poniewaz £; oraz
p

n) Jak poprzednio zauwazmy, ze

(2) Ag((z, (0, k), (21, ., 2,)) = 2171 Srp=1

dla dowolnych n > 2 oraz k < n. Teraz dla dowolnego n > 2 stosu-
jemy Lemat 1 do rodziny {(A4, Aa)} U{(Xpnk, Ank)}r_,, aby otrzymaé
A na A, = AULE_; X x{(n, k)}, rozszerzajace A4 oraz kazde z A,
dla wszystkich k£ € {1,...,n}. Stosujemy ponownie Lemat 1 do ro-
dziny {(A,, AZ)}ne{l,Z,S,...} i otrzymujemy metryke A\ na F' taka, ze dla
dowolnego u € Iso(X, p) odwzorowanie @ jest w Iso(F, ). Zachodzi
wiec warunek (b). Wthasnosé (f) wynika wprost z konstrukeji, nato-
miast (g) wynika z (f).

Zauwazmy, ze

e A\p < 2,
e Ay <5,
e \* < 6 dla dowolnego n > 2,
o N\ 12

czyli (a) réwniez zachodzi. Mozna pokazaé, ze stale ograniczajace da
sie dobra¢ mniejsze, jednak dla naszych potrzeb nie jest istotne, jaka
dokladnie dodatnia stata rzeczywista jest ograniczenie w (a).
Zwroémy teraz uwage na kilka wtasnosci A wynikajacych wprost

z konstrukeji, ktére beda przydatne w dowodach (d) i (e). Mamy

(i) A(X™, F\ X™) > 5 dla dowolnego n > 2,

(i) MX x{(n,k)}, F\ (X x {(n,k)})) = 5= dla dowolnych n > 1,

k< n,

(iii) dla dowolnego z € X™ zachodzi A\(z,w) < 55 + 200, 2L <

_1
oan—39

(iv) dla dowolnego T € X x {(n,k)} zachodzi \(z,w) < 5 + 5 +
+ ZL n—1 2L < 2n on—=3"
W szczegolnosm, dla dowolnego € > 0 prawie wszystkie zbiory X* C F
dla i > 2 oraz prawie wszystkie zbiory X x {(n,k)} C F dlan > 1,
k < n zawieraja sie w kuli o sSrodku w w i promieniu .

Zalézmy teraz, ze (X, p) jest zupekla i rozwazmy ciag Cauchy’ego
(#0)220 w F. Praypomnijmy, 7e F = (L2, L, (X x {(n, k)})) U
(L2, X') U {w}. Z (iii) i (iv) wynika wiec, ze albo prawie wszyst-
k1e elementy (xn)5, sa w dowolnie zadanym otoczeniu punktu w,
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czyli ciag jest zbiezny do w, albo nieskonczenie wiele z jego elemen-
tow jest w pewnym X X {(n,k)} lub X*. Jedli nieskonczenie wiele
7z jego elementéw zawiera sie w pewnym X X {(n,k)}, to z defini-
cji ciagu Cauchy’ego oraz z (ii), prawie wszystkie jego elementy sa
w zbiorze X x {(n, k)}, ktory z metryka A\ zawezona do X x {(n, k)}
jest przestrzenia zupetna, czyli ciag (z,)22, jest zbiezny. Analogicznie
w przypadku X', korzystajac z (i) i definicji ciggu Cauchy’ego ciag
()22, jest zbiezny. Stad, jesli (X, p) jest zupelna, to (F, ) réwniez,
czyli warunek (d) jest spetniony.

Podobnie jedli rozwazymy ciag (y,)5>, w F, albo prawie wszyst-
kie jego elementy znajduja sie w dowolnie zadanym z gory otoczeniu
punktu w, co powoduje, ze jest on zbiezny do w, albo nieskorniczenie
wiele z nich jest w X x {(n, k)} lub X*. Stad, jedli (X, p) jest zwarta,
to (F, \) réwniez, czyli (e) zachodzi.

Pozostaje udowodnié (c). Niech g € Iso(F, \) spetnia okreslony tam
warunek. Niech u,; : X x {(n,k)} — X x {(n,k)} beda takie, ze
Upg X (N,k) = glxx{mry dla wszystkich n > k > 1 i niech f, :
X" — X" bedzie takie, ze f, = g|x» dla kazdego n > 1. Poniewaz
AMxxqay = X(l 1), mamy uy 1 € Iso(X, p). Pokazemy, ze w, = ui,
dla wszystkich n k > 1 oraz, ze f, = uy, 1@ Niech Tk @ X' — X
bedzie projekcja na k-ta WSpoh"zgdn@ dla kazdego n > k > 1. Dla
dowolnego n > k > 1 oraz © = (x1,...,2,) € X™ mamy, dzieki (2):

1
on = A(mak(2), (n,k)), ) = Mg(mar(@), (n,k)), 9(2)) =
= AM((unk © T ) (), (0, k), fn())
wiec, ponownie z (2), Upk © Tpg = Tng © frn czyli fo(xr,...,2,) =
(un1(x1), ..., Upn(x,)). Podobnie, dla dowolnego z € X oraz n > 2

mamy, z (1),

[\

n—

1

N 1,1)),20) = Mg(2,(1,1)), g(z0)) =

=0

= M(u1,1(2), (1,1)), (un1(2), - s unn(2)))

czyli, ponownie z (1), dostajemy wu,; = = Uy, = uy. Stad
Upy ky = Uny ky, dla wszystkich n; > k; > 1 oraz ny > kz > 1, co
konczy dowdd. U
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Obserwacja 2. Zauwazmy, ze jesli (X, p) jest lokalnie zwarta, mo-
zemy otrzymac lokalnie zwarta przestrzen (F,\) powtarzajac dowod
z pominieciem punktu w, poniewaz byt on istotny tylko w dowodach
(d) oraz (f), ponadto odlegto$¢ dowolnego punktu réznego od w od
dowolnego innego z roztacznej sumy w F' jest wieksza od 0. Zauwazmy
tez, ze jesli (X, p) jest lokalnie zwarta, niezwarta oraz p jest zupeha,
mozemy zmodyfikowaé A B(I@,y@) w taki sposob, zeby dla dowol-
nych i # j byla zawsze ograniczona z dotu przez pewng stala. Otrzy-
mamy wtedy metryke A, ktéra jest zupela (w szczegdlnosci, w tym
przypadku wystarczy powtérzy¢ konstrukcje wykonana w [4]).

Kolejny lemat jest takze odpowiednikiem jednego z lematow w pra-
cy [4], konkretnie Lematu 2.5, ktory jest nastepstwem Lematu 2.4
w podobny sposob, w jaki ponizszy Lemat 3 jest nastepstwem Le-
matu 2. Zanim jednak do niego przejdziemy, zwr6¢my uwage na kilka
wtasnosci metryki A otrzymanej w Lemacie 2.

Obserwacja 3. Niech (F, \) bedzie przestrzenig otrzymang z Lematu
2 na podstawie pewnej przestrzeni (X, p). Niech 2 < ny < ng, ky <y
oraz ko < ngy. Prawdziwe sg wtedy nast@puj@ce szacowania:

(a) MX x {(n1,k1)}, X x {(n2, k2)}) = 507 + 505 + L1221 5 dla
(n1, k1) # (n2, ka),

(b) AMX x {(n1,k1)}, X™}) > an +yrt L
(€) MX™, X X {(n2, ko) }) > 55 + 30202, &,
<d L =n;—1 2L

X Xn2) > a2 dla ny # no,

71)} an) /Z?:l()zglm
LD}, X x {(ny,k)}) = 5 + 2052 4,
w’Xn1): fonl 121L7

Z 2"1 +ZL ni—1 2L = A(w XX{(nbkl)}) = 2"1 +ZL ny—1 2L7
i) (XX{(l Dhw)=X2 5 =2

Dowod. Dowdd polega na doktadnym przyjrzeniu sie konstrukeji A
w Lemacie 2 pod katem tych nieréwnosci. Podczas gdy metryka jest
definiowana od metryki Ag, ktéra nastepnie jest kilkukrotnie rozsze-
rzana az do otrzymania metryki A\, analogony nieréwnosci z niniejszej
propozycji sa prawdziwe réwniez dla tych ,pomocniczych” metryk,
ktore rozszerzane sa za pomoca Lematu 1 w taki sposéb, ze zachowana

jest prawdziwosé nierownosci dziatajacych dla metryk w poprzednich
krokach.

N
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7 definicji A\g w dowodzie Lematu 2 dostajemy od razu, ze na pod-
zbiorach X" (n > 2), gdzie Ap jest okre§lona, spetnione sa analogony
(d), (e), (g) oraz (i). Metryka A4, ktéra rozszerza Ap i jest juz okre-
$lona na caltym |2, X, spelia analogony tych samych podpunktéw
(juz dla caltych X™), co wynika z definicji ,sklejonej” metryki z Le-
matu 1. Nastepnym krokiem jest wprowadzenie metryk A’ rozszerza-
jacych A4. Analogony podpunktéw (d), (e), (g) oraz (i) dalej zachodza
(rozszerzenie metryk), dla dowolnego n > 2 oraz k < n mamy réwniez
A (X", X x{(n,k)}) = 5=, co ponownie wynika z Lematu 1 i definicji
metryk A, j, ktorych sklejeniem jest A:. Stad dostajemy analogony
(b) i (f) dla A} oraz analogon (c) dla A . Poniewaz odlegtoé¢ do-
Wolnych dwoch punktéw z X x (n, k) jest z gbry ograniczona przez
o, dostajemy dla A analogon (h). Metryka A, jako sklejenie metryk
X, réwniez spelnia whasnogci od (b) do (i), juz dla dowolnych n,
ny. Ostatnia wlasno$é, czyli (a), réwniez wynika z odleglosci X™ od
X x {(n,k)} oraz Lematu 1, co koriczy dowdd. O

Lemat 3. Niech (X, p) bedzie niepustq przestrzenig metryczng takg,
Ze p < 1 oraz niech G bedzie domknietq podgrupg Iso(X, p). Niech
(20)22, C R, X bedzie ciggiem punktéw takim, ze dla n > 2 mamy
Zn € X™. Dla kazdego n = 2 oznaczmy przez D, C X™ domkniecie
(w X™) zbioru {u®(z,)|u € G}. Wtedy istnieje metryka p na

= <|_| | | (X x {(n,k)} )) N <|_|X1> U{w} U {a}
n =2
taka, Ze:

(a) p < 16.

(b) Dla kazdego u € G odwzorowanie u : E — E jest w Iso(E, ).
(¢) Dla dowolnego g € Iso(FE,u) istnieje u € Iso(X, p) takie, Ze

g =1 oraz u®(z,) € D, dla wszystkich n > 2.

(d) Jesli (X, p) jest zupelna, to (E, ) tez.

(e) Jesli (X, p) jest zwarta, to (E, ) tez.

(f) 1l xx{(nk)} Pokrywa sé_%z % dla wszystkichn >k > 1 oraz

| xn pokrywa sie z 5= dla wszystkich n > 1.
(9) Dla dowolnych u,v € G mamy psup(u,v) = 2ft5up (U, D).

Dowdd. Zaczniemy od (F, \), gdzie F oraz \ sa takie, jak zdefiniowano
w Lemacie 2. Pozostaje rozszerzy¢ metryke A na punkt a. Rozwazmy
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= (UnZ Uimy (X x {(n,k)})) U (L2, Ds) U {w} U {a} C E. Wy-
blerzmy liczby ¢, dlan >2, 1<k < n takle ze

n31 1 1 n721
13 + ZQL +2n71+27<Cn71<"'<cm<13+ 2_:05

(zakladamy, ze 3.1 2L = 0). Definiujemy g’ na E’ jako metryke roz-
szerzajaca A\ g () taka, ze:
o 1(,2) = (2,0) = s & 7 € X x {(n, B)}
o f(a,x) = pl(x,0) =13+ (T3 &) &z € D, C X7,
o [(a,z) = (xa)—13<:>xEX><{(1 1)},
w) = p(
2,

.Iu/( (UOZ)—15—13+ZL 02L7

dla wszystkich n > 2, 1 < k < n. W sprawdzeniu, ze i’ jest metryka,
jedyna nietrywialna czescia jest nierownosé tréjkata. Zauwazmy, ze
poniewaz p' pokrywa sie z A na E'\ {«a}, wystarczy sprawdzi¢ nie-
rownos¢ trojkata tylko w przypadkach, kiedy co najmniej jeden z roz-
wazanych punktéw to a. Rozwazmy wiec nierownosé

p(x, z) < px,y) + 'y, 2)

dla pewnych z,y,z € E’. Jedli doktadnie dwa lub trzy rozwazane
punkty to «, nierownos¢ sie trywializuje. Pozostaje przypadek, kiedy
doktadnie jeden z punktow x,y, z to a. Zauwazmy, ze dla dowolnych
dwoch punktéw z E' \ {a} ich odleglo$é w metryce p/ jest mniej-
sza od p/(a, E'\ {a}). Stad, wystarczy rozwazyé przypadek, kiedy
jedyny punkt o w nieréwnosci to z lub z, a poniewaz nieréwnosé
jest symetryczna ze wzgledu na nie, mozemy zatozy¢, ze z = a. Je-
sli p/(z, ) < p/(y, ), nier6wnos$¢ réowniez jest spelniona (obejmuje
to w szczegolnosci przypadek, gdy z i y sg w tym samym sktadniku
sumy roztacznej w E’, zachodzi wtedy réwnosé ich odlegtosci od a),
pozostaje wiec do rozwazenia nierownosé

oz, a) < p'(w,y) + 1 (y, @)

w przypadku, gdy p'(z,a) > p/(y,«). Jedli x € X X (ng, ko) lub
x € X" dla pewnych 1 < ky < ng (dla uproszczenia zapisu oznaczmy
X := {w}), to lewa strone nieréwnosci tréjkata szacujemy z gory
przez 13 + 3022 1L (w szczegblnosei dla ny = oo przyjmujemy 15).
Liczbe 1/ (y, ) szacujemy z dotu przez:
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o 13 + (2?110—2 QL) — 57 jesli y € X x {(ny,k1)} dla pewnych
2 <k <y,

o 13+ 27:162 % jesli y € X™ dla pewnego 2 < nq,

e 13 jesliy e X x {(1,1)}.
Liczbe p/(x,y) wystarczy wtedy przeszacowaé od dotu analogicznie
jak w Obserwacji 3 (poniewaz w tym przypadku p' pokrywa si¢ z \).
W kazdym z przypadkow dostajemy szacowanie implikujace nieréw-
nosé¢ trojkata dla i/, jest wiec poprawnie zdefiniowang metryka.

Stosujemy nastepnie Lemat 1 do (F,\) oraz (E’, i'), aby otrzymaé

(E, p). Zauwazmy, ze otrzymujemy wtedy (a), poniewaz kazdy punkt
z F'\ E' nalezy do ktéregos X™ dla n > 2, czyli jego odleglosé od
dowolnego punktu z D™ (ktory, oczywiscie, jest podzbiorem F N E')
nie przekracza i, a poza punktem « odlegtos¢ na E nie przekracza 12
(podobnie jak w Lemacie 3, nie zalezy nam na tym, zeby stala szacu-
jaca byla mozliwie najmniejsza). Natychmiast otrzymujemy réwniez
(d), (e) oraz (f). Zauwazmy tez, ze dla dowolnego n > 2, 1 < k < n:

o ulayy) =13 ye X x{(1,1)},

o playy) =cop oy € X x{(nk)},

o ula,y) =15 y=uw.
Poniewaz i rozszerza A oraz dla dowolnych x1, 29 € X™, n > 2 zacho-

dzi A(z1,22) < 5+, mamy roéwniez

n—2 n—2
1 1 1
Con <134 D o | Sployy) SBB+ (D |+ 52 <Cuprn &
=0 2t =0 2t 2n
Sye X
Co wiecej, zachodzi
n—2
1
(3) plony) =13 + <Z 2) &y €Dy,
=0

Poniewaz u®(D,) = D, dla wszystkich n > 2 oraz v € G, dzieki
Lematowi 2 dostajemy (b). Przechodzimy do warunku (c).
Rozwazmy g € Iso(FE, u). Zauwazmy, ze « jest jedynym punktem
w E takim, ze p(o, x) = 13 oraz p(a,y) = 15 dla pewnych z,y € E
(poniewaz fi|m (o} < 12). Stad g(a) = a, a co za tym idzie g(X X
{(n,k)}) = X x {(n,k)} dla wszystkich n > k > 1 oraz g(X") = X"
dlan > 2. Z Lematu 2 istnieje wiec u € Iso(X, p) takie, ze g = u. Dla
dowolnego n > 2 mamy tez g(z,) = u®(z,) € X, wiec z warunku (3)
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dostajemy u®(z,) € D,. Warunek (g) tatwo wynika z pozostatych,
co konczy dowdd. O

Obserwacja 4. Zauwazmy, ze jesli (X, p) jest lokalnie zwarta, to
ponownie mozemy otrzymac (E, \) lokalnie zwarta przez powtérzenie
dowodu z pominieciem punktu w.

Ponizsza propozycja jest odpowiednikiem Propozycji 2.2 z [4].

Propozycja 1. Niech (X, p) bedzie niepustq, osrodkowq, ograniczong
przestrzenig metryczng oraz niech G bedzie domknietq podgrupg grupy
Iso(X, p). Wtedy istnieje metryka v na

:<|i| (X % {(n. k) ))u(igXi>u{w}u{a}

taka, Ze:
(a) Odwzorowanie
Gour—ue€lso(E,v)

jest dobrze zdefiniowanym izomorfizmem grup topologicznych,

(b) X x{(1,1)} C E jest izometryczng kopig (X, p) oraz kazdy
inny sktadnik roztgcznej sumy w E jest albo punktem, albo
przeskalowang w dét kopig (X, p) lub (X®, p®), w szczegdl-
noScl Psup(U, V) = Veup (4, 0) dla u,v € G.

(c) Jesli (X, p) jest zupetna, to (E,v) tez.

(d) Jesli (X, p) jest zwarta, to (E,v) tez.

(e) Jesli (X, p) jest lokalnie zwarta, to (E,v) moze zostaé¢ wybrana
lokalnie zwarta (lecz wtedy v moze nie byé zupeina).

Dowdd. Dla M > 1 takiego, ze p < M, okreflamy d = £ < 1.
Zauwazimy, ze Wtedy Iso(X,p) = Iso(X, d). Niech Xy = {x,|n >
1} bedzie gestym podzbiorem X oraz dla kazdego n > 2 okreslmy
zn = (x1,...,2,) € X™ Stosujemy Lemat 3, aby otrzymaé (E, )
(w przypadku lokalnie zwartym w nie jest w E). Dostajemy wtedy, ze
G > ur— 1 € Iso(E, i) jest dobrze zdefiniowanym zanurzeniem mie-
dzy grupami topologicznymi, udowodnimy, ze jest ono surjektywne.

Wezmy g € Iso(E, ). Mamy, ze istnieje u € Iso(X, d) takie, ze g =
@ oraz (z,) jest w domknieciu (w X™) zbioru D,, = {u®(z,)|u € G}
dla kazdego n > 1. Istnieje wiec u,, € G takie, ze
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tzn. p(un(xy), u(xy)) < + dla wszystkich n > 2, 1 < k < n. Stad

ciag uy, us, ... zbiega punktowo do u na Xy. Z gestosci Xo w X oraz
domknietoéci G, dostajemy u € G.
Aby zakonczy¢ dowdd, okreslamy v = 2M p. O

Definicja 2. Przestrzen metryczna (X, d) jest iso-nice, jesli topologia
zbieznosci punktowej na Iso(X, d) pokrywa sie z topologia zbieznosci
jednostajnej indukowang przez d.

Przypomnijmy, ze metryke p na grupie G nazywamy obustronnie
niezmienniczq, gdy o(rz,yz) = o(zx,zy) = o(x,y) dla wszystkich
x,y,z € G.

Jestedmy teraz gotowi, zeby udowodni¢ nasz wynik w przypadku
osrodkowym, ograniczonym.

Twierdzenie 7. Niech (G,p) bedzie osrodkowq grupe wyposazong
w ograniczong, obustronnie niezmienniczg metryke p. Wtedy istnieje
ograniczona, osrodkowa przestrzen metryczna (E,v) taka, ze (G, p)
jest izometrycznie izomorficzna z (Iso(E, v), Vswp). Ponadto:

(E,v) jest iso-nice.

Jesli (G, p) jest zupelna, to (E,v) tez.

Jesli (G, p) jest zwarta, to (E,v) tez.

Jesli (G, p) jest lokalnie zwarta, to mozemy wybraé (E,v) lo-
kalnie zwartq.

Dowdd. Po pierwsze zauwazmy, ze J : (G, p) — (Iso(G, p), psup), gdzie
J(g)(h) = gh dla wszystkich g, h € G, jest izometrycznym homomorfi-
zmem, co wynika z obustronnej niezmienniczosci metryki p. Ponadto,
J(G) jest domkniete w Iso(G, p) (w topologii zbieznosci punktowej).
Z Propozycji 1 mamy, ze J(G) jest izomorficzna (jako grupa topo-
logiczna) z przestrzenia Iso(E,v) (gdzie (E,v) jak wyzej). Dla do-
wolnych u,v € G mamy psup(J(w), J(v)) = veup(J(u), J(v)), wiec (po
utozsamieniu (G, p) z (J(G), psup)) dostajemy, ze (G, p) jest izome-
trycznie izomorficzna z (Iso(E, v), Veyp ). Ponadto, zbieznosé punktowa
ciagu (g,) w Iso(F,v) pociaga za soba lim, . g, = g w G dla pew-
nego g € GG. Poniewaz p jest obustronnie niezmiennicza dostajemy, ze
(E,v) jest iso-nice. O

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia, tatwo otrzymac twierdze-
nie Melleraya wspomniane we wstepie. Brakujacym elementem jest
ponizszy klasyczny rezultat, podajemy jego dowdd dla kompletnosci.
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Lemat 4. Niech G bedzie metryzowalng grupg zwartg. Wtedy topolo-
gia G jest indukowana przez pewng metryke obustronnie niezmienni-

czq p.

Dowdd. Niech d bedzie dowolna metryka na GG zgodna z jej topologia.
Definiujemy p na dowolnych x,y € G przez
p(x,y) = sup d(axb, ayb).
a,beG
Fakt, ze p jest metryka przenosi sie w trywialny sposob z d, obu-
stronna niezmienniczo$¢ p wynika wprost z fundamentalnych wtasno-
Sci grup. Twierdzimy, ze d jest rownowazna z p.

Przez By(x,r) (odpowiednio By(z,r)) bedziemy oznaczaé kule ot-
warta (odpowiednio domknieta) w metryce d o $rodku w x i promieniu
T

Ustalmy dowolne =z € G, r > 0.

Zauwazmy, ze dla dowolnego y € G zachodzi d(x,y) < p(z,y) =
sup, e d(axb, ayb), stad By(x,r) 2 B,(w,7).

7, drugiej strony, mamy

B,(z,1) 2 B, (iU, T) = {y € G : sup d(azb,ayb) < f} —
2 =e 2

={y € G : Vapeq d(azxb,ayb) < g} = () {y € G : d(azb, ayb) < g}
a,beG
Funkcja f: G X G x G x G — R dana przez f(a,b, z,y) = d(axb, ayb)
jest cigglta w topologii wyznaczonej przez d, poniewaz metryka d
oraz dziatanie grupy G sg ciagte w tejze topologii. Funkcja f jest
okreslona na zbiorze zwartym, jest wiec jednostajnie ciggta. Mozemy
wigc dobra¢ do § takie € > 0, ze dla dowolnych a,b,z,2" € G ta-
kich, ze d(x,2") < € zachodzi |f(a,b,z,2) — f(a,b,x,2")| < %, czyli
d(axb, az'b) < §. Stad kazdy ze zbioréw {y € G : d(axb,ayb) < 5}
zawiera By(x,¢), wiec B,(x,r) 2 By(x,€).
Metryki d i p sa wiec réwnowazne, co konczy dowdd.
O

Wprost z Twierdzenia 7 oraz Lematu 4 dostajemy wiec:

Wnhiosek 1. (Twierdzenie Melleraya [3]) Niech G bedzie zwartg grupg
metryzowalng. Istnieje wtedy zwarta przestrzen metryczna Y taka, Ze
G jest izomorficzna z Iso(Y').



20 ARTUR POLANSKI

3.2. Przypadek osrodkowy, nieograniczony.

Skupimy sie teraz na przypadku nieograniczonym. Idea jest bardzo
podobna, a dowody prawie identyczne, wiec zamiast powtarzac¢ wiek-
szos¢ argumentow z przypadku osrodkowego, skupimy sie na opisa-
niu roéznic. Intuicyjnie, skalowanie metryki w doét nie zmienia grupy
izometrii, wiec podczas konstrukcji przestrzeni naszym celem bedzie
ograniczanie metryki na kopiach naszej oryginalnej przestrzeni i jej
iloczynach kartezjanskich przez coraz wigksze state. Samo to nie skut-
kowaloby przestrzenig ograniczona, wiec poza tym bedziemy je skalo-
wal w dot. W efekcie dostajemy przestrzen, ktéra jest ograniczona, ale
jej izometrie odpowiadaja izometriom oryginalnej przestrzeni (mimo,
ze moze nie by¢ ograniczona (!)). Samo to nie skutkowatoby oczy-
wiScie izometrycznym izomorfizmem w przypadku nieograniczonym,
wiec dokonczymy dowdd przez dorzucenie do tej przestrzeni odpo-
wiednich przestrzeni ograniczonych.

Wprowadzmy dla wygody nastepujace definicje.

Definicja 3. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy,
ze u € Iso(X,d) jest ograniczone, gdy

sup d(u(z),x) < oo.

zeX
Definicja 4. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy,

ze X jest iso-ograniczona, gdy kazda izometria u € Iso(X,d) jest
ograniczona.

Twierdzenie, ktére chcemy otrzymac, brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 8. Niech (G,p) bedzie grupg osrodkowq wyposazong
w obustronnie niezmienniczq metryke p. Wtedy istnieje iso-ograni-
czona, oSrodkowa przestrzen metryczna (E', V') taka, Ze (G, p) jest
izometrycznie izomorficzna do

(Iso(E", V"), Vyp)-
Ponadto:
o (E' V) jest iso-nice.
o Jesli (G, p) jest zupelna, to (E' V') tez.

o Jesli (G, p) jest lokalnie zwarta, to (E' V') moze zostaé wy-
brana lokalnie zwarta.
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Powyzsze twierdzenie podaje (w pelnej ogélnosci) modele (z do-
ktadnoscia do izometrycznego izomorfizmu) dla osrodkowych grup to-
pologicznych wyposazonych w metryki obustronnie niezmiennicze.

Zanim przejdziemy do dowodu, opiszemy osobno wersje nieograni-
czone lematow i propozycji wykorzystywanych w przypadku osrodko-
wym, ograniczonym. Bedziemy sie odwotywaé¢ do nich réwniez pédz-
niej, w przypadku nieosrodkowym.

Odpowiednik Lematu 2 wyglada nastepujaco.

Lemat 5. Niech (X, p) bedzie niepustq przestrzenig metryczng. Wte-
dy istnieje metryka \ na

_ <|f| L] (X % {(n, k;)})) ¥ @X) U fw)

n=1 k=1
taka, Ze:

(a) A <8

(b) Dla kazdego u € Iso(X, p) odwzorowanie i : F' — F nalezy do
Iso(F, ).

(c) Jesli g € Iso(F,\) spetnia warunek g(X x {(n,k)}) = X x
{(n,k)} dla wszystkich n > k > 1 oraz g(X™) = X" dla
wszystkich n > 1, to istnieje u € Iso(X, p) takie, ze g = u.

(d) Jesli (X, p) jest zupelna, to (F,\) rowniez.

(e) Jesli (X, p) jest zwarta, to (F,\) rowniez.

(f) 1l xx{(nk)} Pokrywa si¢ z M dla wszystkichn >k > 1

oraz | xn pokrywa sie z £ 2% ~ dla wszystkich n > 1.
(9) Dla u,v € Iso(X, p) mamy psup(u,v) A 2 = 4 (4, D).

Podpunkt (e), jesli metryka nie jest ograniczona jest, oczywiscie,
pusto speliony, jednak otrzymujemy w ten sposéb teze réznigca sie
od tej z Lematu 2 tylko w podpunktach (f) i (g) przy stabszych zato-
zeniach, w taki sposéb, ze podpunkty o tych samych numerach (w Le-
macie 2 i Lemacie 5) w oczywisty sposéb sobie odpowiadaja, dlatego
pozostawiamy podpunkt (e) w wypowiedzi.

Dowdd. Wigkszos¢é rozumowania pokrywa sie z dowodem Lematu 2,
bedziemy opisywaé konieczne zmiany.
Po pierwsze, zmieniamy definicje Ag na:

. )\B(x@ y@) g2 g1y wszystkich x,y € X, 7> 1.

22t
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i >\B( ) (y@ ZB@) 72%)3/\2] +ZL i—1 ¢ dla VVSZYSt—
kich z y eX,7>1>1.
o )\B(x@ w) = (w x@) > 13 dla wszystkich z € X,
1> 1.
Zauwazmy, ze Ag(z@D,y®D) = 352%)/\21 < ;. Ponownie, jedyng nie-

trywialng wtasnoscig do sprawdzenia, aby udowodnié¢, ze jest to me-
tryka, jest nieréwnosé trojkata. Podobnie jak w dowodzie Lematu 2,

bedziemy uzywac oznaczen co, = 0 oraz ¢, = (%) dla k& > 0. Metryke

Ap mozna wtedy opisa¢ réwnowaznie jako
Ap(2©, y@D) = 2, (p(x,y) A2Y7) + d(cing — civy)-

Analogicznie jak poprzednio sprawdzamy, czy dla dowolnych punktow
x,y,z € X, 1,7,k > 1 zachodzi

52D, 2®) < Ap(a®, y@D) + Az(yD, 2®),
co sprowadza si¢ do
oo, 2) N2V = &y (pla,y) A2Y) = oy, 2) A2V <

< 4(cinj — Civi + Cjak — Civk — Cink + Civi)-
Roéwniez jak poprzednio, mozemy bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze ¢ <
k. Jesli j < k, nieréwno$¢ sprowadza sie do

Ci(ﬂ(x Z) A 2k) - Cz\/](p(xvy) A QiVj) - Ci(p(y, Z) N 2k) <
< 4(CiAj — Ci\/j —f- Cj — Ci)-
Poniewaz p(z, 2) < p(z,y) + p(y, 2), zachodzi réwniez (p(z,2) A2F) <
(p(z,y) A 2%) + (p(y, 2) A 2F), wystarczy wiec pokazaé, ze
ci(p(x,y) N 2°) =& (p(x,y) A 27Y7) < A(cing — vy + ¢ — ).

iVj

W dowodzie Lematu 2 udowodnilismy juz, ze prawa strona nierowno-
Sci jest nieujemna, wystarczy wiec pokazaé, ze lewa jest niedodatnia.
Istotnie, zauwazmy, ze dla dowolnych 0 < p < g oraz xyp € Ry
zachodzi cq(xo A 2%) < ¢,(xg A 2P), wiee, poniewaz k > iV j, mamy

(p(:v Y)A2F) < civi(p(z, y) A21V9), a zatem réwniez i (p(x, y) A2F) <
cz\/] (p($ y) A 22\/])

Pozostaje przypadek ¢ < k£ < j. Nieréwnos¢ sprowadza sie wtedy
do

cr(p(z,2) N2%) = ci(p(x,y) N2) = & (ply, 2) A 2T) < 4(2ex — 2¢;).
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Lewa strone mozemy przeszacowaé z gory przez cj, wystarczy wiec
pokazaé, ze ¢, < 4(2¢y, — 2¢;), czyli 8¢; < Tcy. Poniewaz k < j, mamy
2¢; < ¢, czyli nieréwnosc zachodzi, co konczy dowdd nieréwnosci
trojkata dla Ag.

p@/\2k

Kontynuujemy dowéd lematu, jednak okreslamy (X*, Sor—) ha

kazdej z poteg X, a nastepnie okreslamy, ze A, ma pokrywac si¢

z 22 x (n,k) oraz dla i < j speliaé

1 pA2"
Ani((2, (0, k)), (21, 2a)) = o+

W dowodzie (c¢) otrzymujemy wtedy, ze u1; € Iso(X,p A 2) oraz
un1 € Iso(X, p A 2") dla wszystkich n > 2. Poniewaz otrzymujemy
tez, ze wszystkie sa rowne, wszystkie sa w Iso(X, p).

Zmodyfikowane (f) i (g) otrzymujemy w doktadnie analogiczny spo-
sob do dowodu w przypadku ograniczonym. U

(x, xp).

Zauwazmy, ze mimo, ze metryka A\ zostala zmieniona, szacowania
z Obserwacji 3 stosuja sie réwniez do metryki otrzymanej z Lematu
5.

Przechodzimy do odpowiednika Lematu 3.

Lemat 6. Niech (X, p) bedzie niepustq przestrzenig metryczng oraz
m'ech G bedzie domknietq podgrupg Iso(X,p). Niech (z,)°%, C

o X bedzie ciggiem punktow takim, ze dla n > 2 mamy z, € X".
Dla kazdego n > 2 oznaczmy przez D, C X" domkniecie (w X")
zbioru {u@(zn)|u € G}. Wtedy istnieje metryka pu na

:<|f| (X % {(n. k) ))u(igxi)u{w}u{a}

taka, Ze:
(a) 1 < 16.
(b) Dla kazdego u € G odwzorowanie U : E — E jest w Iso(E, u).
(¢) Dla dowolnego g € Iso(FE, un) istnieje u € Iso(X, p) takie, Ze
g =1 oraz u®(z,) € D, dla wszystkich n > 2.
(d) Jesli (X, p) jest zupelna, to (E, pn) tez.
(e) Jesli (X, p) jest zwarta, to (E, u) tez.

(f) 1l x x (k) POkTYywa sig z W(Z% dla wszystkichn >k > 1

oraz | xn pokrywa sie z £ an dla wszystkich n > 1.
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(9) Dla dowolnych u,v € G mamy peup(u, v) A 2" = 215y, (U, V).

Dowaod. Ponownie zauwazmy, ze teza lematu rézni sie tylko w pod-
punktach (f) i (g).

W dowodzie Lematu 3 jedynymi wlasno$ciami metryki A otrzyma-
nej z Lematu 2, ktére wykorzystujemy, sa ograniczenia na sktadnikach
sumy roztacznej w F' oraz odleglosci miedzy nimi (ktére sa takie same
po modyfikacji), wiec mozemy powtorzy¢ dowdd (zmieniajac wszedzie
metryke z Lematu 2 na te z Lematu 5). O

Zwroémy uwage na nastepujacy fakt.

Obserwacja 5. Pomimo zmian koniecznych, aby wypowiedzie¢ wer-
sje dla metryki nieograniczonej, szacowania z Obserwacji 3 stosuja sie
do metryki p z Lematu 6. Réwniez odlegtosci punktu a od sktadnikow
sumy roztacznej w definicji £ pozostaja bez zmian.

Wypowiemy teraz odpowiednik Propozycji 1.

Propozycja 2. Niech (X, p) bedzie niepustq, osrodkowq przestrzenig
metryczng oraz niech G bedzie domknietq podgrupg grupy Iso(X, p).
Wtedy istnieje metryka v na

:@H; (X x {(n, k) ))u(i@zxi>u{w}u{a}

taka, Ze:
(a) Odwzorowanie
Gour—uce€lso(E,v)

jest dobrze zdefiniowanym izomorfizmem grup topologicznych.
(b) X x{(1,1)} C E jest izometryczng kopig (X, pA2) oraz kazdy
inny sktadnik rozlgcznej su @y w E jest albo punktem, albo

kopig (X, pg/\gin) b (X®, 2 3 ), W szczegolnosci zachodzi
Psup (U, V) N2 = Vsup(u,v) dla u,v € G.

(c) Jesli (X, p) jest zupelna, to (E, v) tez.

(d) Jesli (X, p) jest zwarta, to (E,v) tez.

(e) Jesli (X, p) jest lokalnie zwarta, to (E,v) moze zostaé¢ wybrana
lokalnie zwarta (lecz wtedy v moze nie byé zupelna).

(f) v < 64.
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Dowadd. Powtarzamy dowdd Propozycji 1 stosujac Lemat 6 zamiast
Lematu 3, dodatkowo na poczatku okreslamy d = p (zamiast skalowaé
ja w dét), a na koncu okreslamy v = 4pu (zamiast skalowaé w goére).
Poniewaz z Lematu 6 mamy p < 16, dostajemy (f). O

Mozemy teraz przejs¢ do dowodu gtownego wyniku tej podsekcji.

Dowdd Twierdzenia 8. Jesli p jest ograniczona, to mamy juz zadany
wynik. Zalézmy, ze nie jest (wtedy, w szczegdlnosci, (G, p) nie jest
zwarta).

Mozemy teraz powtérzy¢ dowdd Twierdzenia 7 az do momentu za-
stosowania Propozycji 1, zamiast niej stosujemy Propozycje 2. Nie
dostajemy od razu wlasnosci peup(u,v) = Veup(4,0), jak wezesniej
(utozsamiamy ze soba (G, p) oraz (J(G), psup)), lecz psup(u,v) A2 =
Vsup (U, 0). Aby otrzymac teze, zmodyfikujemy E. Ze wzgledu na po-
wtarzajace sie podwajanie odlegtosci do kolejnych sktadnikéw w dal-
szej konstrukcji wygodnie nam bedzie uzywaé poteg dwojki, mamy
w szczegblnodei v < 26,

Rozwazmy H = {y}UFE oraz K = | [;2; X x{n} takie, ze H oraz K
przecinaja sie na kopii X (utozsamiamy X x {(1,1)} w H z X x {1}
w K). Definiujemy vy na H przez:

[} VH|E =Vv
o vy(v,x) = vy(x,v) = 2° dla wszystkich z € E

oraz Vi na K przez:

o Uklxxiny = (pA2") xndlan>1
o vi((x, k), (y,n) = vi((y,n), (z, k) = 215 =2M54 p(z, y) A2
dlare X, n>2k>1

Twierdzimy, ze vy oraz vi s metrykami.

Jedynym nietrywialnym warunkiem do sprawdzenia dla vy jest nie-
rownosé trojkata. Rozwazmy dowolne z,vy, z € H. Chcemy pokazac,
ze vy (x,z) < vy(x,y)+vu(y, z). Jesli co najmniej dwa sposréd punk-
tow x, 9, z to 7y, nieréwnos¢ sie trywializuje, pozostaje wiec przypadek,
gdy dokladnie jeden rozwazany punkt to . Poniewaz v < 2%, wystar-
czy sprawdzi¢ przypadek, gdy x lub z to v, a poniewaz nieréwnosé
jest ze wzgledu na nie symetryczna, zaltézmy, ze z = v oraz x,y € E.
Nieréwnosé sprowadza sie wiec do

20 = vy (2,7) < valz,y) +va(y,v) = va(z,y) + 2°,
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co jest spetnione.

Przechodzimy do vg. Podobnie, jedynym nietrywialnym warun-
kiem do sprawdzenia jest nierownosé trojkata, wezmy wiec dowolne
(x,1),(y,7), (2, k) € K. Chcemy wiec udowodnié, ze

VK((x’i)7 (Z7k)) < VK((I>i)a (%])) + VK((y,j), (Z7 k))

Wystarczy rozwazy¢ przypadek, kiedy najwicksza z trzech odlegtosci
jest po lewej stronie nieréwnosci. Zauwazmy, ze jesli ¢, 7, k sa parami
rozne, to fakt, ktéra z trzech odlegtoéci w nieréwnosci trojkata jest
najwicksza, zalezy tylko od i, j, k, poniewaz cze$é¢ vk zalezna od p jest
zbyt mata w poréwnaniu do reszty. Istotnie, dla dowolnych a > b > 1
mamy 2a+5 . 2b+5 4 2b < 2(a+1)+5 . 2b+5 oraz 2a+5 . 2b+5 + 2b < 2a+5 o
200-D+5 Wystarczy wiec rozwazy¢ przypadek, gdy i > j > k (jedli j
nie jest pomiedzy ¢ oraz k, to najwieksza odlegto$é¢ znajduje sie po
prawej stronie nieréwnosci, pozostate dwa przypadki sa symetryczne
ze wzgledu na i oraz k). Sprowadzilismy wiec nieréwnos$¢ do

2i+5 _ 2k2+5 + p(l’,Z) A 2k <
< 27FP —27H5 4 p(a,y) A 2T+ 278 — 25 4 p(y, 2) A 2K,
Réwnowaznie, mamy
p(z,2) A28 < p(a,y) A2+ ply, 2) A 2R

Poniewaz zachodzi p(x, 2) A28 < p(z,y) A2F + p(y, 2) A 2%, wystarczy,
V1S
p(x,y) A28+ ply, 2) A28 < pla,y) A2+ ply, 2) A2,
co zachodzi, poniewaz 7 > k. Konczy to dowdd nieréwnodci trojkata.
Poniewaz izometryczna kopia (X, p A 2) znajduje si¢ zaréwno w H,
jak i w K, mozemy zastosowal Lemat 1 aby otrzymaé (E',v'). Za-
uwazmy, ze mamy
V' (v, (z,n)) = 2"
dla wszystkich n > 1. Istotnie, z wypowiedzi Lematu 1 mamy

V(v (z,n)) =

= inf {vu (v, (y,1)) + v ((y, 1), (2, 1))[(y, 1) € X x {1}}.
Poniewaz vy (7, (y,1)) = 2° oraz vg((y,1), (z,n)) > 275 — 25+
mamy

inf {vr (7, (5, 1) + v ((y. 1), (z,n))|(y, 1) € X x {1}} > 2"
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Dla y = z mamy jednak
v (7, (1, 1) + v ((y,1), (w,n)) = 2° + 2747 — 20 = 2742,

czyli istotnie v/ (v, (z,n)) = 275,

WeZmy teraz dowolny ¢ € Iso(E’,v'). Mamy, ze dla dowolnego
x € E"\{~} odleglosé v/(v, ) jest postaci 2" dla pewnego naturalnego
n = 6.

Twierdzimy, ze v jest jedynym punktem w E’ o tej wlasnosci. Za-
uwazmy, ze X jest niepuste (poniewaz G jest grupa, zawiera przy-
najmniej element neutralny). Przypusémy, ze v/ € E’ jest punktem
réznym od v spelniajacym te wtasnosé. Gdyby +' € E, to poniewaz E
zawiera wiecej niz jeden punkt oraz v/ < 2° na E, wlasno$é nie bytaby
spetniona. Pozostaje mozliwos¢ 7/ € X x {k} dla pewnego k > 2. Po-
niewaz 1/’ rozszerza metryke p okreslong w Lemacie 3 na F, zachodzi
w szczegblnosci v/ («, y) = 13 dla dowolnego y € X x {1} (gdzie «
jest punktem z E| ktoére jest zdefiniowane w Lemacie 3). Dostajemy
wice 1/ (v, ) = 285 — 26 + 13 ze wzoru ma metryke w Lemacie 1,
co nie jest zadanej postaci. Punkt v jest wigc istotnie jedynym o tej
wlasnosci.

Wynika z tego, ze ¢(y) = 7, a co za tym idzie ¢(F) = E oraz
d(X x{n}) = X x{n} dla wszystkich n > 2. Stad mamy ¢|p = u, dla
pewnego uy € Iso(X, p). Zauwazmy, ze vi((z, 1), (y,n)) = 2" — 26
wtedy i tylko wtedy, gdy = = y dla wszystkich n > 1, wiec ¢|xxn} =
ug X n. Z drugiej strony tatwo zauwazy¢, ze dla kazdego u € Iso(X, p)
odwzorowanie @' : E' — E' dane przez U'|p = u, u/(y) = ~ oraz
U'|x xny = uxn dla wszystkich n > 2 jest w Iso(£','). Mamy réwniez
Psup(U, v) = V4, (W, 7'), co tatwo wynika ze wzoru na vk. Dostajemy
wiec zadany izometryczny izomorfizm, w szczegélnosci (E', 1) jest
iso-ograniczona.

Uzasadnienie tego, ze (E',V') jest iso-nice jest podobne do przy-
padku ograniczonego. Zbieznosé punktowa ciagu uogélnionego (g, )
w Iso(F’, V") implikuje zbiezno$¢ punktowa (g,|g) w (F,v), co z ko-
lei pociaga za soba g, — ¢ w G dla pewnego g € G w metryce
obustronnie niezmienniczej danej na G. Ciag uogdlniony (g,) zbiega
wiec do g jednostajnie na E' ((G, p) jest izometrycznie izomorficzna
z (Iso(E', V'), V)
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Jedli (G, p) jest zupelna, to (E', V') tez, poniewaz do przestrzeni F
(ktéra ma te wlasnosé, uzasadnienie przenosi sie z przypadku osrod-
kowego) dorzucamy punkt oraz kopie przestrzeni X z metrykami réw-
nowaznymi p, ktére w metryce v maja dodatnig odlegtos¢ od reszty
E’. Ten sam argument dziata dla lokalnej zwartosci. U

4. PRZYPADEK NIEOSRODKOWY

W tej sekcji przedstawimy modyfikacje rozumowania przedstawio-
nego dla przypadku osrodkowego, aby uzyskaé¢ przypadek nieosrod-
kowy. Jest to kontynuacja rozwazan przedstawionych w mojej pracy
5], jednak przedstawione w niniejszej sekcji wyniki nie sg jeszcze opu-
blikowane. Konstrukcja ponownie opiera¢ sie bedzie na tej przedsta-
wionej w [4], z modyfikacjami koniecznymi, aby uzyska¢ zadany wy-
nik.

Naszym celem dla przestrzeni X o ciezarze topologicznym [ bedzie
zastosowanie Lematu 3 (odpowiednio, Lematu 6) wielokrotnie, aby
otrzymaé przestrzen bedacg suma ( kopii przestrzeni z tezy lematu,
przecinajacych sie na kopii X (odpowiednio z oryginalna metryka
przeskalowang przez stata oraz oryginalng metryka obcieta do pewnej
potegi dwoéjki i przeskalowana przez stata), rézniacych sie w konstruk-
cji ciagiem punktéw (z,) (przypomnijmy, ze w przypadku ograniczo-
nym ciag ten odpowiadal zbiorowi gestemu w X). Pozwoli nam to
postapi¢ podobnie jak wczeséniej, jednak dla zbioru gestego mocy f.
Do wspomnianej sumy dodane beda dodatkowe elementy, zapewnia-
jace przechodzenie odpowiednich sktadowych ,wysp” konstruowanej
przestrzeni na siebie.

Zanim przejdziemy dalej bedziemy potrzebowaé lematu, réwniez
z 4], gdzie zostal przedstawiony wraz z dowodem, ktory z tego po-
wodu pomijamy.

Lemat 7. Niech a oraz b bedg liczbami rzeczywistymi takimi, Ze
(4) a<b< 2a.

Dla kazdego zbioru X posiadajgcego wiecej niz 5 punktow istnieje
metryka d : X x X — {0, a,b} taka, Ze

(5) Iso(X,d) = {idx}.

Wprowadzimy teraz definicje analogiczna do przypadku osrodko-
wego (analogiczng jak w [4]).
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Definicja 5. Niech 3 bedzie nieskonczong liczbg kardynalng, Ds be-
dzie przestrzenig dyskretna mocy (5. Dla przestrzeni metryzowalnej X
oraz funkcji f : X — X niech X bedzie przestrzeni Jednopunktowag
oraz f@ : X% — X0 bedzie identycznoscia. Przez Xﬂ oraz f/B be-
dziemy oznacza¢, odpowiednio, iloczyn kartezjanski ( "0 X") x Dg
oraz odwzorowanie przestrzeni X, 3 w siebie takie, ze fg = f ™ x € na
X" x{¢&} dla kazdych n > 0 oraz £ € Dg. W dalszym ciggu bedziemy
utozsamiaé zbiér X° x Dy (w naturalny sposéb) z Dg.

Podobnie jak w przypadku osrodkowym, skupimy sie najpierw na
wersji ograniczonej, potem przedstawimy modyfikacje dla przypadku
nieograniczonego.

4.1. Przypadek nieosrodkowy, ograniczony. Wypowiemy teraz
analogon Propozycji 1, jest on odpowiednikiem Twierdzenia 3.2 z [4].

Propozycja 3. Niech [ bedzie nieskoriczong liczbg kardynalng, Dg
bedzie przestrzenig dyskretng mocy 3 z wyréznionym punktem 6 € Dg,
niech (X, p) bedzie niepustq, ograniczong przestrzeniq metryczng takq,
zew(X) < B oraz niech G bedzie domknietq podgrupg Iso(X, p). Witedy
istnieje metryka v na 5(\5 taka, ze:

(a) Odwzorowanie
G 3 u s g € Iso(Xp, v)

jest dobrze zdefiniowanym izomorfizmem grup topologicznych.
(b) X x 6 C )?5 Jest izometryczng kopiq (X, p) oraz kazdy inny
sktadnik rozltgcznej sumy w XB jest albo punktem, albo prze-
skalowang w dot kopig (X, p) lub (X®, pO®), w szczegslnosci
Psup (U, V) = Veup (1, D). N
(c) Jesli (X, p) jest zupelna, to (Xp,v) tez.
Dowéd. Dla M > 1 takiego, ze p < M, okreslamy d = {7 < 1.
Zauwazmy, ze Wtedy Iso(X, p) = Iso(X, d). Niech X bedzie gestym
podzbiorem X takim, ze card(Xy) < (. Zapiszmy Dg\ {6} jako sume
roztaczng | 2_, S, taka, ze card(S,) = f dla kazdego 0 < n < 2.
Dla uproszczenia zapisu w dowodzie, zdefiniujmy S, := 57 U .S, oraz
X = (Upy X™) x Dg) U S, = 5(\5 \ (So U {0#}). Ustalmy dowolna
bijekcje 7 : Dg x Lo, Lr_1{(n,k)} — Dgs\ {0}, bijekcje 7, : Dg — S;
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dla i € {1,2} oraz surjekcje k, : Dg — X" dla £ € Dg, n > 0. Dla
dowolnego £ € Dg niech

E; = [X X ({G}U Ej O{T(é, (n, k))})] U

n=2 k=1

o (01X x () U i@} U (i),

Z Lematu 3 (utozsamiamy X x {6} z X x {(1,1)} z tegoz Lematu,
X xA{7(&,(n,k))} z X x {(n,k)} z tegoz Lematu, 7(§) z w, 12(&)
z «, iloczyn kartezjanski przestrzeni z punktem z sama przestrzenia)
istnieje metryka ue na Fe taka, ze:
(a’) pe < 16.
(b’) Dla kazdego u € G odwzorowanie tglp, : Ef — E¢ jest
w Iso(Eg, pie).

(c’) Dla dowolnego g € Iso(E, p1¢) istnieje u € Iso(X, p) takie, ze
g = Ug|g, oraz u®(r,(€)) x {€} jest w domknieciu Be, zbioru
{{FO(kn(6))} x {€}|f € G} dla wszystkich n > 2.

(d”) Jesli (X, p) jest zupelna, to (Eg, ) tez.

(e”) Jesli (X, p) jest zwarta, to (Eg, ) tez.

(") pe|xxgoy pokrywa sie z p29, el X s {r(e,(ne))} POkrywa sie

z w dla wszystkich n > k, n > 2 oraz pig|xnxge pO-
krywa si¢ z £ an£ dla wszystkich n > 2.

(g’) Dla dowolnych u,v € G mamy psup(u,v) 21te o, (Ugs Ug)-
Zauwazmy, ze z konstrukeji wynika Ee N E, = X x {6} dla réznych
§,n € Dg. Zauwazmy tez, ze X x {6} jest domkniete w kazdym X;.
Stosujemy teraz Lemat 1 i otrzymujemy metryke una X, = Ueep, E¢.
Ponownie z Lematu 1 oraz (b’) otrzymujemy, ze

(6) uglx. € Iso(X,, pn) dla kazdego u € G.
Mamy tez (z (a’)), ze
(7) < 32.

Zauwazmy, ze zachodzi réwniez (z konstrukeji metryki z Lematu 3,
z podpunktu (i) Obserwacji 3, i z Lematu 1), ze

(8) w(€,n) = 4 dla réznych £, n € S,.
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Istotnie, wprost z definicji metryki g z Lematu 3 otrzymujemy, ze
pe(m1(€), 72(€)) = 15 oraz pe(z, 2(€)) = 13 dla dowolnego x € X X
{0}. Z podpunktu (i) Obserwacji 3 mamy tez, ze pe(z, 7 (§)) = 2 dla
dowolnego = € X x {0#}. Z Lematu 1, poniewaz przestrzenie ,skleili-
smy” na X x {0} dostajemy wiec szacowanie (8).

Twierdzimy, ze zachodzi réwniez wtasnosé

() Jesli g € Iso(X,,p) jest takie, ze g(§) = £ dla dowolnego
€ € S, to g = up| X, dla pewnego u € G.

Udowodnimy teraz (x). Wezmy dowolne ¢ jak wyzej. W tym frag-
mencie dowodu, jesli nie jest napisane inaczej, rozwazamy metryke
i (ewentualnie zawezona do podzbioru). Z dowodu Lematu 3 wiemy,
ze w obrebie konkretnego Eg, jesli m(§) (ktory, przypomnijmy, od-
powiada « z wypowiedzi lematu) jest punktem statym izometrii E,
to odleglosci pozostatych skladnikow sumy roztgcznej w E¢ od niego
wymuszaja, aby ta izometria przeprowadzita kazda z nich na siebie.
Ten sam argument nie dziala w tym przypadku, poniewaz wszystkie
zbiory postaci X" x {n} (dlan € Dg, n > 2) znajduja si¢ w tej samej
odlegtosci od ().

Zauwazmy jednak, ze 71(§) (ktory odpowiada w z wypowiedzi le-
matu) rowniez jest punktem stalym g oraz jedynymi punktami w od-
legtosci < 2 od niego sg elementy skltadowych E¢ \ {m2(&)}. Istot-
nie, z Obserwacji 3 mamy, ze wszystkie punkty E¢ \ {m2(£)} znajduja
sie w odlegtosci < 2 od 71(§). Wszystkie punkty postaci {72(n)} dla
n € Dg z definicji metryki w Lemacie 3 oraz z Lematu 1 znajduja
sie w odlegtoéci > 15 od 71(£). Ponownie z Obserwacji 3 mamy, ze
X x {0} (ktéry odpowiada X x {(1,1)} z Lematu) znajduje sie w od-
legtosci > 1 od pozostatych sktadowych E;. Z Lematu 1 wynika wigc,
ze wszystkie punkty z E, \ (X x {0}) dla n # £ znajduja sie¢ w odle-
glodci > 2 od 7 (§).

Para odlegtoéci od (&) oraz 71(§) wyznacza wiec jednoznacznie
pozostale sktadowe E¢ (podobnie, jak w dowodzie Lematu 3 wyzna-
czane byty one przez odleglosé od «), czyli analogiczne rozumowanie
gwarantuje nam, ze g(A) = A dla dowolnego zbioru

Ae S ={X"x{¢}n> 1,6 € Dg} U{{E}[E € 5.}
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—

Stad g(E¢) = E¢ dla dowolnego £ € Dg. Z (¢’) dostajemy, ze g = (ug)
na Ee dla pewnego ue € Iso(X, p) takiego, ze

(9) ue®(ka(€)) € B

dla wszystkich n > 2. Poniewaz jednak wszystkie E przecinaja si¢
na izometrycznej kopii X (z doktadnoscia do przeskalowania przez
stala), dostajemy, ze u := u¢ jest niezalezne od wyboru & € Dg, czyli
g = Uslx.

Pozostaje udowodni¢, ze u € G. Poniewaz wszystkie k, sg sur-
jektywne, to z (9) dostajemy, ze u®(x1, ..., x,) lezy w domknieciu
(w X™) zbioru {fO(xy,...,2,)|f € G} dla wszystkich n > 2 oraz
x1,...,T, € Xo. Poniewaz jednak

Iso(X,p) > f v flx, € X

jest zanurzeniem (rozwazamy X ¢ z topologia zbieznogci punktowej),
dostajemy, ze u lezy w domknieciu G w Iso(X, p). Podgrupa G jest
domknieta, co konezy dowdd (x).

7 Lematu 7 istnieje metryka

(10) A:So xSy — {0} UL 2],

dla ktérej Iso(Sp,A) = {ids,}. Niech w : S, — {16,17}%0 bedzie
dowolna iniekcjg. Definiujemy metryke v, na Sy U S, przez:

B

® UV, = ll|s, xS, Na S* X S*,

(] y*:)\naSoxSo,

b V*(fﬂ?) = V*(nuf) = [w(f)](m dla f S S*u ne SO'
v, jest istotnie metryka, co wynika z (7), (10) oraz (8). Stosujac po-
nownie Lemat 1 dla (X, u) oraz (Sp U Sy, v,) otrzymujemy metryke
V' na X\ {0} = Sy U X,. Zauwazmy, ze dla dowolnego u € Iso(X, p)

zachodzi ug|s,us, = id|s,us., wiec réwniez z Lematu 1 oraz z (6)
mamy
(11) Ug|syux. € Iso(So U X, ') dla kazdego u € G.

Rozszerzamy teraz metryke 1/ do metryki " na X, g przez V" (6,&) = 32
dla £ € X, oraz "(0,£) =33 dla £ € Sp.

Tak zdefiniowana 1" jest metryka. Istotnie, podobnie jak wczeéniej,
mozna sprowadzi¢ sprawdzenie nieréwnosci tréjkata do przypadku,
gdy najwicksza odlegtos¢ jest po lewej. Pokazemy w tym celu, Ze poza
punktem # mamy ograniczenie v” < 32 (innymi stowy, ze v/ < 32).
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Dla v, oraz p nieréwnosé jest spetniona. Pozostaje wiec rozwazy¢ ta-
kie pary punktéw (z,y), ze v € Sy oraz y € X, \ S.. Wtedy y € Ex
dla pewnego & € Dg i z Obserwacji 3 mamy, ze v/(y, 7 (§)) < 2 (V/
pokrywa sie tam z ¢, a 71(§) odpowiada w z Lematu), co w pola-
czeniu z V' (x,7(§)) < 17 daje nam zadane szacowanie dla v” poza
0. Aby dowie$é nieréwnosé tréjkata dla v wystarczy wiec sprawdzié
przypadek, gdy doktadnie jeden rozwazany punkt to 6 (poza punktem
0 mamy ograniczenie v” < 32), bez straty ogdlnosdci wystarczy wiec
sprawdzié, ze
V"0, 2) <V'(0,y) + V' (y, 2)

dla dowolnych réznych z,y € Sy U X,. Mamy 32 < v"(6,y), wiec
jesli z € X, nieréwnos¢ jest spelniona, zatézmy wiec, ze z € 5.
Wtedy jesli y € Sy, nierownosé jest réwniez spetlniona, zatézmy wiec,
ze y € Xy. Prawa strona szacuje sie¢ wtedy z dotu przez 32 + 16, czyli
nieréwno$¢ zachodzi.

Od ostatecznej metryki dzieli nas tylko przeskalowanie przez 2M,
dla ulatwienia zapisu sprawdzimy jednak odpowiednik (a) dla v”
(grupa izometrii nie zmieni si¢ po przeskalowaniu metryki). Fakt,
ze odwzorowanie w (a) jest dobrze zdefiniowane wynika z (11) oraz
definicji v” dla 6. Niech g € ISO(X\B,V//). Poniewaz 6 jest jedynym
punktem, dla ktérego liczba punktéw odlegtych (w metryce v”) o 33
jest wieksza od jeden (poniewaz poza 6 zachodzi v < 32), mamy
g(0) = 0. Stad, g(X.) = X, oraz g(Sp) = Sp. Poniewaz Iso(Sp, A) jest
trywialna, a v rozszerza A, mamy

(12) g’So = idS’O :

7 iniektywnosci w oraz definicji v, dostajemy dla &n € S, ze
V'(E,-) = V'(n,) na Sy wtedy i tylko wtedy, gdy & = n. W pota-
czeniu z (x) dostajemy, ze istnieje u € G takie, ze g = Ug na X,.
Z (12) dostajemy, ze g = Ug, co koniczy dowdd (a).

Na koniec zdefiniujmy v = 2Mv”. Wprost z konstrukcji dostajemy,
ze warunki (b) i (c) sa spetione. O

Propozycja ta prowadzi do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 9. Niech (G, p) bedzie grupg wyposazong w ograniczong,
obustronnie niezmienniczq metryke p. Wtedy istnieje przestrzen me-
tryczna (E,v) taka, Ze (G, p) jest izometrycznie izomorficzna z

(Iso(E, V), Vsup)-
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Ponadto:
e (E,v) jest iso-nice.
e w(FE)=max(Ng, w(Q)).
o Jesli (G, p) jest zupelna, to (E,v) tez.

Dowadd. Jesli G jest osrodkowa, teze dostajemy z Twierdzenia 7. Jesli
nie, oznaczmy przez [ ciezar topologiczny G. Mozemy powtérzy¢ do-
wod Twierdzenia 7, stosujac Propozycje 3 zamiast Propozycji 1. Jesli
G nie jest skoriczona, wprost z konstrukeji mamy w(E') < w(G). O

4.2. Przypadek nieosrodkowy, nieograniczony. Przedstawimy
teraz modyfikacje, dzieki ktérym otrzymamy analogiczne wyniki dla
przypadku nieograniczonego. Duza czes¢ potrzebnych zmian juz omo-
wiliémy w przypadku osrodkowym (lematy, ktére stosujemy w przy-
padku nieosrodkowym sa identyczne jak te stosowane w osrodkowym).
Podobnie jak wczesniej, dostaniemy przestrzen ograniczona, ktorej
izometrie odpowiadaja izometriom oryginalnej przestrzeni (ktéra, po-
nownie, moze by¢ nieograniczona). Zmodyfikujemy ja poprzez dorzu-
cenie przeliczalnie wielu ograniczonych przestrzeni w sposéb analo-
giczny do przypadku osrodkowego, aby otrzymaé¢ pozadany wynik.
Udowodnimy nastepujace Twierdzenie, ktére w potaczeniu z Twier-
dzeniami 7, 8 i 9 daje nam wprost Twierdzenie 6.

Twierdzenie 10. Niech (G, p) bedzie grupg wyposazong w obustron-
nie niezmienniczg metryke p. Wtedy istnieje iso-ograniczona prze-
strzen metryczna (E', V') taka, zZe (G, p) jest izometrycznie izomor-
ficzna z

(Iso(E", V'), Vi)

s Ysup
Ponadto:
o (E' V) jest iso-nice.
o w(E') = max(Ry,w(G)).
o Jesli (G, p) jest zupelna, to (E', V') tez.

Podobnie jak wczesniej, powyzsze twierdzenie podaje (w pelnej
ogolnosci) modele (z doktadnoscia do izometrycznego izomorfizmu)
dla grup topologicznych wyposazonych w metryki obustronnie nie-
zmiennicze.

W dowodzie bedziemy potrzebowaé odpowiednika Propozycji 3 dla
przypadku nieosrodkowego, przedstawimy go wiec przed dowodem po-
wyzszego twierdzenia.
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Propozycja 4. Niech [ bedzie nieskoriczong liczbg kardynalng, Dg
bedzie przestrzeniq dyskretng mocy 3 z wyréznionym punktem 6 € Dg,
niech (X, p) bedzie niepustq przestrzenig metryczng takg, zZe w(X) <
B oraz niech G bedzie domknietq podgrupg Iso(X, p). Wtedy istnieje
metryka v na )/(\5 taka, Ze:

(a) Odwzorowanie
Gou—lge Iso(X 3, v/)

jest dobrze zdefiniowanym izomorfizmem grup topologicznych.
(b) X x 6 C Xz jest izometryczng kopig (X, p A 2) oraz kazdy
inny sktadnik rozlgcznej su @g/ w Xﬂ jest albo punktem, albo

kopig (X, pQAQi ) lub X@ i), W szczegolnosci zachodzi
Psup (U, V) A 2 = Vsup(u,v) dla u,v € G.

(c) Jesli (X, p) jest zupelna, to ()/(\5,u) tez.

(d) v <28

Dowdd. Powtarzamy dowdéd Propozycji 3, jednak na poczatku nie
skalujemy metryki p przez statg M, tylko zostawiamy ja bez zmian.
W dalszej czesci dowodu, za kazdym razem, kiedy korzystalismy z Le-
matu 3, korzystamy z Lematu 6. Ponownie, reszta dowodu (z doktad-
noécig do skalowania przez stata na koncu) sie przenosi, poniewaz nie
korzystamy nigdzie z tego, jak doktadnie wyglada metryka z Lematu
3, potrzebne sa jedynie wtasnosci odlegtosci pomiedzy sktadnikami
sumy roztacznej, ktore sie zachowuja (Obserwacja 5). Na koniec za-
miast skalowa¢ metryke przez 2M, skalujemy przez 4, w szczegdlnosci
v <28 U

Mozemy teraz przejs¢ do dowodu gtownego wyniku.

Dowéd Twierdzenia 10. Podobnie jak w przypadku osrodkowym, za-
czynamy od przeniesienia dowodu Twierdzenia 9, ale zamiast z Propo-
zycji 3, korzystamy z Propozycji 4. Otrzymang przestrzen oznaczamy
(E,v), przez 6 oznaczamy punkt wyrézniony ze zbioru Dg w Propo-
zycji 4.

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 8, nie dostajemy od razu
Psup (U, V) = Veup (1, D), tylko peup (1, ) A2 = veup (4, D), wige aby otrzy-
maé teze nalezy zmodyfikowaé¢ E. Mamy v < 28,
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Rozwazmy H = {y} U E oraz K =|]7>, X x {n} takie, ze H oraz
K przecinaja sie na kopii X (utozsamiamy X x {0} w H z X x {1}
w K). Definiujemy vy na H przez:

o vy|E=v
o vy(v,2) = vy(z,v) = 28 dla wszystkich z € F

oraz vk na K przez:

® Ulxxfny = (pPA2") xndlan>1
o vr((z,k), (y,n)) = ve((y,n), (z, k) = 247 =274 p(z, y) A2
dlare X, n>k>1

Cata reszta dowodu przenosi sie z dowodu Twierdzenia 8 w nastepu-
jacy sposob.

W dowodzie, ze vy i vg sa metrykami trzeba zwiekszy¢ o 2 wy-
ktadnik 2 w odpowiednich miejscach (poniewaz ograniczenie v w tym
przypadku jest cztery razy wieksze). Dowdd jest analogiczny do mo-
mentu otrzymania (E’, V') (za pomoca sklejenia K i H z Lematu 1).

Dla ustalonego ¢ € Iso(E’,r') mamy z konstrukcji, ze dla wszyst-
kich z € E’\ {7} odleglosé¢ v/(~, z) jest postaci 2" dla pewnego na-
turalnego n > 8. Potrzebujemy pokazaé, ze v jest jedynym punktem
o tej wlasnosci. Tutaj dowdd roéwniez sie przenosi, jednak zamiast
a, ktére miato odlegtosé 13 < 16 od dowolnego punktu z X x {1}
stosujemy 6 (przypomnijmy, ze zgodnie z konwencja przyjeta w De-
finicji 5 utozsamiamy go z X° x ), ktérego odlegtosé od X x {1}
(utozsamionego z X x {f}) wynosi 33 < 64. Dostajemy wiec, jak
wczedniej, szukany izometryczny izomorfizm, ktory implikuje w szcze-
gblnosci iso-ograniczono$é E.

Dowody iso-nice oraz zupelnosci przenosza si¢ bez zmian; o ile G
nie jest skonczona, wprost z konstrukcji mamy w(E’) < w(G). O

5. OSRODKOWE MODELE DLA GRUP NIEOSRODKOWYCH

Pokazalisémy juz, ze kazda osrodkowa grupe z metryka obustronnie
niezmienniczg mozemy modelowaé jako grupe izometrii przestrzeni
osrodkowej. Grupa izometrii przestrzeni osSrodkowej moze jednak nie
by¢ osrodkowa w topologii jednostajnej (wystarczy rozwazyé grupe
izometrii przeliczalnej przestrzeni dyskretnej), mozna wiec zastana-
wia¢ sie nad nastepujacym problemem.
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Problem 1. Scharakteryzowa¢ grupy z metryka obustronnie nie-
zmienniczg, ktore mozna modelowaé jako grupy izometrii o$rodko-
wych przestrzeni metrycznych.

W niniejszej pracy nie podajemy takiej charakteryzacji, z przedsta-
wionych wynikow mozemy jednak otrzymaé nastepujace twierdzenie.
Jest to réwniez wynik jeszcze nie opublikowany.

Twierdzenie 11. Niech (G, p) bedzie grupg wyposazong w obustron-
nie niezmienniczq metryke p oraz niech (E,v) bedzie oSrodkowq prze-
strzenig metryczng takq, ze (G, p) jest izometrycznie izomorficzna
z (Iso(E,v), Vsup). Niech (H,p|u) bedzie podgrupe domknictq (G, p).
Wtedy istnieje osrodkowa przestrzer metryczna (F, p) taka, Ze grupa
(H, plu) jest izometrycznie izomorficzna z (Iso(F, p), psup). Dodat-
kowo, jesli (E,v) jest ograniczona, (F, i) jest ograniczona.

Dowdd. Zaczniemy od przypadku ograniczonego. Stosujemy Propozy-
cje 1 do (E,v) oraz H, otrzymana przestrzen oznaczmy przez (F, ).
Whprost z (b) w tezie propozycji dostajemy, ze jest to szukana prze-
strzen.

Przechodzimy do przypadku nieograniczonego. Stosujemy Propozy-
cje 2 do (F,v) oraz H, otrzymana przestrzen oznaczmy przez (F', 1).
Jak wczesniej, nie dostajemy od razu izometrycznego izomorfizmu,
lecz Vsup (4, V) A2 = pigup (U, D) na H. Aby otrzymac teze, musimy zmo-
dyfikowaé¢ (F', '), mozemy to zrobi¢ powtarzajac fragment dowodu
Twierdzenia 8 (od momentu, kiedy tam modyfikowana jest (E,v)).
Otrzymana przez te modyfikacje przestrzen oznaczamy przez (F, u),
jest ona izometrycznie izomorficzna z H. O

6. MOZLIWA KONTYNUACJA PRZEDSTAWIONYCH BADAN

Poza problemem przedstawionym w poprzedniej sekcji, chcieliby-
Smy zwroci¢ uwage na kilka innych.

M. Malicki i S. Solecki w [2] udowodnili, ze kazda lokalnie zwarta
grupa polska jest izomorficzna z grupa izometrii przestrzeni z wta-
snoscia Heinego-Borela (przestrzen metryczna ma wtasno$¢ Heinego-
Borela wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie kule domkniete w tej prze-
strzeni sa zwarte). Mozna zapyta¢ o analogon tego wyniku dla grup
z metryka obustronnie niezmiennicza.
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Problem 2. Czy kazda grupa z metryka obustronnie niezmiennicza
spetniajaca wlasnos¢ Heinego-Borela jest izometrycznie izomorficzna
7 grupa izometrii pewnej iso-nice, iso-ograniczonej przestrzeni me-
trycznej z wtasnoscia Heinego-Borela?

Problem 3. Scharakteryzowaé grupy izometrii iso-ograniczonych
przestrzeni metrycznych z wlasnoscia Heinego-Borela wérod grup wy-
posazonych w metryki obustronnie niezmiennicze.

7. PODZIEKOWANIA

Chciatbym podziekowaé dr. hab. Piotrowi Niemcowi, prof. UJ za
zwrbcenie mojej uwagi na jego konstrukcje w pracy [4], sugestie, ze
po modyfikacji mozna ja wykorzysta¢ w przypadku zwartym i wiele
innych cennych uwag.
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