Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Artura
Polanskiego. Maciej Malicki

Rozprawa doktorska mgr. Artura Polanskiego, napisana pod kierunkiem dr. hab. Piotra
Niemca, dotyczy problematyki modelowania grup metrycznych jako pelnych grup izometrii
przestrzeni metrycznych. Latwo wykazac, ze kazda grupe metryczng G mozna z dokladnoscig
do topologicznego izomorfizmu przedstawié¢ jako podgrupe (petnej) grupy izometrii Iso( E) pew-
nej przestrzeni metrycznej E. Sytuacja jednak komplikuje sie znaczaco, jezeli oczekujemy by
grupa G hyta izomorficzna z caly grupa Iso(E), by izomorfizm zachowywal réwniez np. me-
tryke, albo by wlasnoéci przestrzeni £ w pewien sposéb odzwierciedlaly wlasnosci grupy G.
W recenzowanej pracy Autor koncentruje si¢ na izomorfizmic metrycznym oraz wlasnodciach
zupetnodci, zwartosci i lokalnej zwartosci.

Omoéwienie wynikéw
Rozdzialy 11 2: wstep, notacja i terminologia

Autor rozpoczyna od nader krotkiego, liczgcego dokladnie jedng strone, wprowadzenia w
tematyke badawczg pracy doktorskiej. Nastepnie omawia plan pracy oraz wprowadza techniczng,
notacje i terminologie stosowang w kolejnych rozdziatach.

Rozdziat 3

W tym rozdziale Autor dowodzi, ze dla kazdej grupy metrycznej G z obustronnie niezmienni-
czg metryka istnieje przestrzen metryczna E taka, ze G jest izometrycznie izomorficzna z grupa
Iso(E) z metryka supremum. Co wiecej, jesli G jest zupelna, to E tez jest zupelna, a jedli G jest
zwarta, to [V tez jest zwarta. Ta ostatnia wlasno$¢ prowadzi do wzmocnienia twierdzenia Mel-
lereya, ktéry udowodnil, ze kazda zwarta grupa metryzowalna jest topologicznie izomorficzna
z grupa izometrii pewnej przestrzeni zwartej.

Dodatkowo, jesli G jest lokalnie zwarta, konstrukcja moze zostaé przeprowadzona w taki
sposob, aby E réwniez byta lokalnie zwarta, cho¢ niekoniecznie zupelna. Konstrukcja przestrzeni
E w kazdym przypadku daje tez tzw. przestrzen iso-nice, co oznacza, ze na Iso(E) topologia
zbieznodci jednostajnej jest taka sama jak topologia zbieznosci punktowe;.

Autor przeprowadza dowéd w dwdch krokach. Najpierw przedstawia konstrukeje, ktéra wy-
maga dodatkowego zalozenia ograniczonosci metryki na GG. Nastepnie pokazuje, jak ja zmody-
fikowac, aby uwzglednié¢ réwnicz przypadek metryki nicograniczonej. Prosta redukcja poprzes
chwilowa zamiane metryki na ograniczona (np. postaci 1/(d + 1)) nie wystarczy, dlatego tez
Autor pracuje z kolejnymi ograniczonymi przyblizeniami (i przeskalowaniami) wyjsciowej me-
tryki. Uzyskana przestrzen spetnia dodatkows wlasnosé iso-ograniczonosci, tj. kazda izometria
f € Iso(E) spelnia warunek sup,.p d(f(e),e) < oc.

Szkieletem dowodu jest konstrukcja z pracy [2], gdzie zaprezentowany zostal nowy dowd6d
twierdzenia Gao-Kechrisa méwigcego, ze kazda grupa polska (tj. osrodkowa i metryzowalna w
sposob zupelny) G jest topologicznie izomorficzna z grupg izometrii pewnej polskiej przestrzeni
metrycznej E. Skonstruowana tam przestrzen F ma zasadniczo postaé przeliczalnej liczby kopii
przestrzeni G, gdzie n > 1. Dzigki odpowiedniemu doborowi metryki, izometrie £ pochodzg od
izometrii G, w tym sensie, ze dla kazdej takiej izometrii istnieje izometria u € Iso(G) taka, ze na
kazdej kopii G™ przeksztatcenie f(e) jest postaci (u(e),. .., u(e)). Dodatkowo, na kazdej kopii
G" przeksztatcenie f zachowuje si¢ w przyblizeniu jak pewien element g € G (traktowany jako
element Iso(G).) Ta dodatkowa wlasnos¢ ostatecznie zapewnia, ze kazdej izometrii E' odpowiada
element wyjsciowej grupy G, a odpowiednio$é¢ ta ma charakter izometryczny.

Nalezy zaznaczy¢, ze w recenzowanej pracy doktorskiej duzo wieksza uwaga poswiecona jest
konstruowanej na £ metryce. Co wiecej, przestrzen skonstruowana w pracy [2] nigdy nie jest

zwarta, w zwigzku z czym Autor w odpowiedni sposéb metrycznie jg uzwarca (o ile G byta
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zwarta.) Te innowacje prowadza do duzo bardziej technicznych (i dtuzszych) dowodéw. Argu-
mentacja przedstawiona jest jednak klarownie, dzieki czemu czytelnik nie gubi sie w tym do$¢
skomplikowanym wywodzie.

Mozna przy okazji wspomnieé, ze pewnym uproszczeniem przedstawionej w tym rozdziale
konstrukeji bytoby, jak sie wydaje, zastosowanie Claim 1 z Twierdzenia 2.1 w pracy [1]. Dzigki
temu, zamiast kopii przestrzeni postaci G™ dla dowolnego n > 2, wystarczytoby rozwazaé kopie
przestrzeni postaci G?

Rodziat 4

Rozdzial ten po$wiecony jest przypadkowi nieosrodkowemu. Bazuje on na wczesniejszych
konstrukcjach i, podobnie jak tam, dowdd rozbity jest na dwa kroki: dla metryki ograniczone;,
a nastepnie dla nieograniczonej. Zasadnicza idea jest taka, ze Autor w odpowiedni sposéb
iteruje konstrukcje dla przypadku ofrodkowego, tak aby zapewni¢ sobie przyblizanie izometrii
X przez izometrie pochodzgce od G réowniez, wtedy gdy nie istnieje przeliczalny podzbidr gesty
w G. Nastepnie — dla metryk nieograniczonych — przybliza metryke nieograniczona metrykami
ograniczonymi, analogicznie do przypadku osrodkowego.

Poniewaz konstrukcje z tego rozdziatu sg rozwinieciem oméwionych uprzednio, Autor skraca
swoj wywod. Zamiast przedstawiaé catosé argumentacji, wskazuje jedynie miejsca we wezesniej-
szych krokach, gdzie nalezy dokonaé odpowiednich modyfikacji. Troche szkoda, ze zabraklo tu
ilustracji, analogicznych do tych z rozdziatu 3 (“wieza”, ktérej “pietrami” sg kolejne potegi
X)), ktére utatwialyby czytelnikowi wyrobienie sobie ogdélnego obrazu strategii dowodowej. W
ekspozycje wkrada sie momentami pewien nieporzadek. Na przyklad, wydaje sie, ze do sfor-
mutowania Propozycji 3 nie jest potrzebna przestrzen dyskretna Dy, a fakt, ze odwzorowanie
7z punktu a) jest izomorfizmem topologicznyin wynika juz z punktu b). Z drugiej strony, nie
jest dla mnie jasne, dlaczego stwierdzenie znajdujace sie w punkcie b) po stowach "w szczegdl-
nosci” jest istotnie szczegdlnym przypadkiem tego, co powiedziane zostalo wczesniej. Takich
mankamentdw jest wiecej, do$¢ rozbudowana notacja mogtaby tez by¢ odrobine bardziej prze-
my$lana. Nie zmienia to faktu, ze, ogélnie rzecz biorac, i ten rozdzial napisany jest w sposob
dos¢ przejrzysty.

Dodam, ze konstrukcje dla przypadku nieodrodkowego i ograniczonego mozna by zapewne
(cho¢ nie sprawdzatem szczegblow) przeprowadzié¢ w sposéb nieco bardziej ekonomiczny. Poza
uproszczeniami wspomnianymi wezesniej, wydaje sie, ze w dowodzie Propozycji 3, Lemat 7
mozna by bezpodrednio zastosowaé do rodziny przestrzeni E¢ (traktujac je jako punkty), tak
aby i1zometrie calosci ustalaly (setwise) kazda przestrzen Ee. Eliminowatoby to koniecznos¢
uzycia rodziny Sy, ktéra, jak rozumiem, stuzy temu wlasnie celowi.

Rozdziat 516

W dwdch ostatnich, bardzo krotkich rozdzialach Autor omawia pewne problemy badawcze,
ktore pojawiaja sie w kontekscie pracy doktorskiej. Miedzy innymi, zadaje pytanie o charakte-
ryzacje grup z metrykg obustronnie niezmiennicza, ktére mozna izometrycznie modelowac jako
grupy izometrii osrodkowych przestrzeni metrycznych. Autor zauwaza, ze klasa takich grup
zamknieta jest na podgrupy domkniete.

Podsumowanie

Rozprawa doktorska mgr. Artura Polanskiego podejmuje interesujaca i naturalng tematyke.
Gléwne wyniki, czedciowo juz opublikowane, poszerzaja wiedze na temat grup metrycznych i
sugeruja kierunki dalszych badan. Dodaé nalezy, ze praca napisana jest w sposob dos¢ przejrzy-
sty. Szczegdlnie pierwsza czeéé pozostaje w tym wzgledzie bez zarzutu, czesé druga (tj. rozdziat
4) jest nieco mniej uporzadkowana, ale wciaz jak najbardziej czytelna.

Moéj gtéwny zarzut dotyczy natomiast niemal catkowitego braku kontekstu dla przedstawio-
nych rezultatéw badan. Nie wplywa to oczywiscie na oceng ich jakodci, praca doktorska jednak,
jak mi sic wydaje, powinna by¢ czym$ wiecej niz jedynie prezentacjg koficowych wynikow. W
czesci wstepnej Autor poswigea na te kwestie doktadnie jedng strone — nalezy zaznaczyc¢, ze wie-
le artykuléw matematycznych jest pod tym wzgledem zdecydowanie bardziej rozbudowanych.
Przede wszystkim, brakowalo mi jakiegokolwick ogdlnego wstepu do grup topologicznych i grup
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metrycznych. W pracy nie znalazto sie nawet miejsce na sformutowanie twierdzenia Birkhoffa-
Kakutaniego, ktére wyjasnia, dla jakich grup topologicznych w ogdle istnieje kompatybilna me-
tryka, ani tez na omoéwienie podstawowych typdw i wlasnosci metryk. Jakie zwigzki zachodza
réznymi wiasnosciami metryk, np. zupetnoscia a lewo-, czy obu-stronna niezmienniczo$cia? Ja-
kie istnieja relacje pomiedzy topologicznymi, metrycznymi i algebraicznymi wlasnosciami grup?
Co mozna powiedzie¢ o grupie izometrii na podstawie wlasnosci samej przestrzeni? Niestety
Autor nie podejmuje préby przedstawienia, choéby w najbardziej szkicowy sposdb, podstaw
zajmujacej go dziedziny.

Jest to istotnie choéby z tego powodu, ze Autor rozwaza w pracy bardzo konkretny typ grup
metrycznych, tj. grupy z metryka obustronnie niezmienniczg. Czytelnik jednak bardzo niewiele
o nich si¢ dowiaduje. Jedyny ogélna wzmianka pojawia sie niejako przy okazji, w srodku pracy,
gdzie Autor dowodzi znanego faktu, ze kompatybilna metryka obustronnie niezmiennicza istnie-
je zawsze dla metryzowalnych grup zwartych. A co z grupami lokalnie zwartymi, ktore réwniez
pojawiajg sie w pracy? Wiadomo, ze istniejg metryzowalne grupy lokalnie zwarte bez kompa-
tybilnej metryki obustronnie niezmienniczej i to wyjasnia, dlaczego w punkcie ) Propozycji 1
mowa jest o tym, ze cho¢ dla X lokalnie zwartej jako przestrzen E mozna znalezé przestrzen
lokalnie zwarta, ale juz niekoniecznie zupelna. Innymi stowy, wynik ten jest w pewnym sensie
optymalny, a powyzsze wyjasnienie stanowitoby dla niego dodatkows motywacje.

Poza elementarnym wprowadzeniem, jak najbardzie] wydawaloby sie tez na miejscu, aby sze-
rzej omowic¢ stan wspodiczesnych badan. Mozna tutaj choéby wspomnieé¢ o wynikach Vershika
oraz Douchy, ktérzy zajmowali si¢ pokrewnymi problemami, dotyczacym struktury grupowe;,
ktérg mozna zdefiniowaé¢ na ustalonej przestrzeni metrycznej (np. przestrzeni Urysohna.) W
ostatnich latach podejmowano tez studia nad obiektami uniwersalnymi w kontekécie grup me-
trycznych - jest to tematyka powigzana z pojawiajacymi sie w pracy kwestiami charakteryzacji
roznych klas grup. Wyniki recenzowanej pracy doktorskiej mozna uznaé za interesujgce réwniez
dlatego, ze intensywnie rozwijana jest obecnie tzw. logika ciggta, pozwalajaca na zastosowanie
narzedzi logicznych w badaniach obiektéw wyposazonych w metryke. Podsumowujgc, przed-
stawlenie state-of-the-art pomogloby uzasadni¢ wyboér problematyki podjetej w recenzowanej
pracy doktorskiej.

Mimo wskazanych mankamentow, uwazam, ze praca spelnia wymogi niezbedne do ubiegania
sie o stopien doktora nauk matematycznych. Wnioskuje zatem o dopuszczenie mgr. Artura
Polanskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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