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Tematyka rozprawy miesci sie w rzeczywistej geometrii algebraicznej i zachacza o trud-
ne zagadnienia dotyczace osobliwosci. Podstawowym pojeciem rozwazanym w pracy jest
szkielet zbioru definiowalnego w pewnej o-minimalnej strukturze.

Zacznijmy od definicji. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng i niech X C X be-
dzie zbiorem domknietym. Przez dx oznaczamy funkcje odlegtosci od zbioru X (w metryce
d). Dla kazdego punktu a € X zbior punktow zbioru X , ktore sa najblizsze punktowi a
o0znaczamy przez rnx(a), to znaczy rnx(a) = {x € X :d(a,x) —dx{a)}. Przez szkielet
zbioru X rozumiemy zbioér tych punktéw a przestrzeni X dla ktoérych zbiér mx{a) ma co
najmniej dwa punkty. Oznaczamy go symbolem My. Oczywiscie X fi My = 0.

Pojecie szkieletu zbioru jest rozwazane w réznych gateziach matematyki i informaty-
ki jak: rownania rdzniczkowe czagstkowe, geometria analityczna, matematyka stosowana,
czy w teorii rozpoznawaniu obrazéw. Rdéznie tez jest nazywane w literaturze. Jest ono in-
tensywnie badane w wielu o$rodkach naukowych na Swiecie. Lezy w kregu zainteresowan
wielu matematykéw, miedzy innymi: Lev Birbrair, Harry Blum, Frédéric Chazal, Maciej
Denkowski, Paul Erdos, Herbert Federer, David Fremlin, John Nash, Dirk Siersma, Rémi
Souffet, Yosef Yomdin, Ludek Zajicek, ....

Praca doktorska obejmujgca 71 stron, sktada sie z szesciu rozdziatow z ktérych pierwszy
jest wstepem, opatrzona jest abstraktem, spisem symboli i spisem literatury. W rozdziale
pierwszym Autor do$¢ dobrze umiejscawia tematyke pracy. Wskazuje tu problemy, kto-
re chce rozwigza¢ i nawigzuje do znanych wynikdéw. Do$¢ dokiadny przeglad literatury
zwigzany z temtyka pracy robi w rozdziale drugim.

W rozdziale trzecim najpierw omawia pojecia zbiezno$ci rodziny zbioréw w sensie Ku-
ratowskiego, gomego i dolnego stozka Peano oraz stozka normalnego. Gdrny stozek Peano
zbioru X w punkcie a oznacza CaX , a stozek normalny - NaX . Dalej przypomina podsta-
wowe wiasnosci zbioréw i funkcji definiwalnych w o-minimalnej strukturze, a zasadnicza
cze$¢ tego rozdziatu poswieca wprowadzeniu pojecia szkieletu zbioru i omoéwieniu jego
wiasnosci w przypadku zbioréw definiowalnych w pewnej o-minimalnej strukturze w n.
Pokazuje tutaj ze szkielet zbioru definiowalnego ma puste wnetrze (twierdzenie 3.17). Nie
wiadomo, czy zachodzi to w przypadku og6lnym.



W rozdziale tym Autor omawia pojecie zbioru konfliktowego Confx X dla skonczonej
rodziny zbioréw roztgcznych X = {Ad,..., A*} k > 1, w przestrzeni X:

Confx {X) ={x£EX :3i*j x £ Terx {Xi, X) n Terx (Xj,X),

gdzie Terx (Xj,X) = {x £ X :Vj d(x,Xi) <d(x,X]j)}. Wprowadza rowniez pojecie zbioru
centralnego Cx dla danego zbioru domknietego X ¢ Rn, to jest zbioru Srodkéw wszystkich
maksymalnych ze wzgledu na relacje inkluzji kul otwartych i roztgcznych ze zbiorem X.
Jest to zbiér w pewnym sensie bliski szkieletowi zbioru, zachodzi bowiem Aly C Cx C Mx
(patrz twierdzenie 3.27), jednak zbiory te moga byc¢ r6zne, co Autor uzasadnia przyktadami
w uwadze 3.28. Pokauje tez istnienie pochodnych kierunkowych funkcji odlegtosci od zbioru
domknietego w kazdym punkcie dopetnienia tego zbioru (twierdzenie 3.30).

Wiadomo, ze multifunkcja
mx :R"90H my()C

jest definiowalna, co otrzymujemy miedzy innymi z wynikéw M. Denkowskiego. Multi-
funkcja ta jest rowniez potciggta z gory w Rn w sensie zbieznosci Kuratowskiego (patrz
propozycja 3.34). W rozdziale tym Doktorant omawia tez wiasnosci zbioru normalnego
M(a) ijednowartosciowego zbioru normalnego Af(a) dla a £ X, to znaczy

Af(a) = {x € X :a £ m(x)}, A"@) = {x £ X :m(x) = {a}}.

Omawia tutaj réwniez liczbe reach(X) = inf{c/a/a (z) : x £ X} oraz tak zwany promien
osiggania (ttumaczenie "reaching radius" z jezyka angielskiego przez piszacego opinig).

Gtoéwne wyniki pracy znajdujg sie w rozdziale czwartym. Do najwazniejszych wynikow
pracy, wedtug piszacego opinie, mozna zaliczy¢ twierdzenia 4.6, 4.8, 4.20 oraz wnioski 4.19
i 4.23.

Wykorzystujac wiasnosci pochodnej kierunkowej funkcji odlegtosci Doktorant dowodzi

Twierdzenie 4.6. Dla kazdego domknietego i definiowalengo zbioru X C Mn, zakiadajac
ze 0 6 M x, zachodzi
Mm(o) C CgM x -

W ogdlnym przypadku réwno$¢ w powyzszym twierdzeniu nie musi zachodzié, jednak
przy dodatkowym zatozeniu, Autor otrzymuje

Twierdzenie 4.8. Zatézmy, ze 0 G Aly dla pewnego zbioru domknietego i definiowalnego
X C IR". Jedli istnieje otoczenie poczatku uktadu wspétrzednych U oraz r > 0 takie, ze
dla kazdego a £ U D Aly zachodzi diarn m(a) > r, to CoAly = A/m(0). Tutaj diam m(a)
oznacza S$rednice zbioru rn(a).

Z twierdzenia 4.6 wynika wniosek 4.10., ze dima Aly > dimA/m(@). W oparciu o ten
wniosek Autor dowodzi ciekawy (chociaz znany)

Wniosek 4.11. Punkt a £ Aly jest izolowanym punktem zbioru Aly wtedy i tylko wtedy,
gdy m(a) wypetnia sfere o srodku w punkcie a i promieniu d{a).



Wykorzystujagc potciggtos¢ z géry funkcji my w Rn w sensie zbieznosci Kuratowskie-
go (patrz propozycja 3.34), Autor dowodzi propozycje 4.18 o ciggtosci funkcji my|My w
punktach wewnetrznych zbioru A/y wzgledem pewnwgo rozktadu cylindrycznego przysto-
sowanego do wykresu m\M xmW oparciu o te propozycje, uzyskuje ciekawy

Whniosek 4.19. Zbior {a 6 My : CaAly = Altn(@)} jest otwarty i gesty w Aly.

Najciekawsze i zasadnicze wyniki pracy, wedtug piszgcego opinie, znajduja sie w punkcie
4.2, gdzie Autor uzupetnia wyniki M. Denkowskiego o zwigzku miedzy wymiarem zbioru
Mk = {a € Mx mdimm (a) = k} i wymiarem m(a):

dimM +dimm(a) < n—L1

Mianowicie dowodzi On:

Twierdzenie 4.20. Niech V bedzie rozktadem cylindrycznym R" x Rm przystosowanym do
wykresu m|My. Je$li xo G My jest punktem wewnetrznym zbioru My wzgledem rozktadu
V, to zachodzi réwnosé
dimX)My + dimm(a;o) = n—1
W oparciu o Twierdzenie 4.20 podaje wzmocnienie wcze$niejszych wynikow Albano i
Cannarsa, Denkowskiego i Erctésa:

Theorem 4.21. Dla kazdego punktu a G Aly C R", zachodzi
dimaMy -fiminjfc :a GMk}=n —

Z tego twierdzenia wycigga natychmiastowy lecz ciekawy wniosek

Wniosek 4.23. Dla kazdego domknietego i definiowalnego zbioru X C Rn,
dimAly = n—1 —arEnl\lﬂn\ dimm (a).

w szczeg6lnosci dimMy > n —1 —dim A.

W punkcie 4.3 pan Biatozyt podejmuje prébe scharakteryzowania osobliwosci "wykry-
tych" przez szkielety zbioréw w jezyku granic promieni osiggania i ich ciggtosci w zbiorze
Reg2X.

Inspiracjg do badann w punkcie 4.4 byt Lematem Nasha o istnieniu otoczenia U roz-
maitosci X C R'lklasy Ck, k > 2, takiego, ze Aly fi U = 0 oraz funkcja m\U : U -> X
jest klasy Ck~1. W szczegolnosci Reg2X fi My = 0. W oparciu 0 zbi6rSQ(X) punktéw
superkwadratowosci zbioru X (patrz definicja 4.41), Autor dowodzi

Twierdzenie 4.46. Niech X bedzie definiowalnym (i domknietym) podzbiorem Rn takim,
ze 0 € Sing2X fi Reg\X. Woéwczas 0 e Aly, jesli 0 € SQ(X).

Przy dodatkowym zatozeniu, ze X jest definiowalng krzywg w wielomianowo ograni-
czonej strukturze o-minimalnej, w twierdzeniu 4.47 pokazuje, ze jesli 0 € My C\Reg\X, to
0 GSQ(X). Z twierdzenia 4.46 wycigga tez ciekawy

Wniosek 4.48. Dla zbioru domknietego i definiowalnego X , zachodzi

SQ(X) C My nRecxX.



Lytchak, Rataj, Zajicek udowodnili, ze kazda A:-wymiarowa rozmaito$¢ topologiczna
posiadajaca dodatni zasieg Federera jest fc-wymiarowg rozmaitoscig klasy Cl,x. W Swietle
tego i lematu Nasha przytoczonego wyzej, naturalnym jest wykrywanie punktéw osobli-
wych zbioru X przez badanie zbiezno$¢ promieni osiggania do zera w tych punktach.
Taki spos6b wykrywania tych punktow podjat Autor w punkcie 4.4.2, gdzie charakteryzuje
punkty osobliwe x zbioru X w terminach zbieznosci do zera promieni osiggania w ciagu
punktéw xu € Regz2X takich, ze xu —x (propozycje 4.54 i 4.55). Pokazuje w szczeg6Inosci
ciggtosc¢ tego promienia w zbiorze Reg”"X (propozycja 4.35). oraz, ze promien Birbraira i
Denkowskiego i wprowadzony w pracy pokrywajg sie (twierdzenie 4.37). Dowodzi tez
Twierdzenie 4.57. Niech T C R” bedzie domknietg k-wymiarowa rozmaito$cig topologicz-
na. Niech G C R" bedzie k-wymiarowym definiowalnym (i domknietym) nadzbiorem zbioru
F. Wowczas
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W szczegdlnosci twierdzenie to pokazuje, ze przyklejenie nowych kawatkéw do rozmaitosci,
do ktérej zbliza sie szkielet zbioru, nie moze spowodowac¢ oddzielenia szkietetu od uzyskanej
sumy.

Ostatnie dwa rozdziaty poSwiecone sg omdéwieniu wynikdw i wskazaniu mozliwych kie-
runkéw rozwoju.

Omoéwione powyzej wyniki sg ciekawe, nowe, wpisujgce si¢ w aktualnie prowadzone
badania naukowe, a ich dowody wymagaty w wielu miejscach nietatwych i bardzo subtel-
nych rozwazan. Autor rozwigzat w nich istotne problemy dotyczace szkieletow zbiorow.
W znacznym stopniu usystematyzowat pojecia i w przypadku zbioréw definiowalnych w
o-minimalnej strukturze, pokazat zwigzki miedzy rozwazanymi pojeciami. Wstep dobrze
umiejscawia i motywuje podjete rozwazania, a ostatnie dwa rozdziaty pokazujg mozliwosci
dalszego rozwoju teorii. Z wszystkimi problemami Autor poradzit sobie bardzo dobrze.
Dowody sg zrozumiate. Pomagajg w tym liczne ilustracje i przykfady.

Praca w Kilku czesSciach ma charakter dos$¢ techniczny, sprawdzenie jej wymagato dtu-
giego czasu. Zawiera ona pewne drobne btedy zecerskie i niedociggniecia, na przykiad:

 w definicji 3.10 powinno by¢ C ¢ R n zamiast C € R";
 twierdzenie 3.12 mogtoby by¢ opatrzone cytatem;

* w twierdzeniu 3.14 pojawia sie d(x, / “1(0)), a definicja funkcji odlegtosci pojawia sie
dopiero w punkcie 3.3;

» w dowodzie twierdzenia 3.17 Autor dochodzi do sprzeczno$ci, jak sie wydaje z przy-
puszczeniem, ze zbiéor M\ ma niepuste wnetrze;

« w rysunku 3.1 jest kilka pomyiek;

« w definicji funkcji odlegtosci od zbioru nalezato zaznaczyé, co przez to rozumiemy,
gdy zbidr jest pusty;
» w twierdzeniu 3/23 nalezato zatozy¢, ze k > 1;

» w twierdzeniach 3.29 i 4.46 brak zatozenia, ze zbiér X jest domkniety;



* na stronie 38 Autor powotuje sie na twierdzenie 4.18, a w pracy jest propozycja 4.18,
podobnie powotuje sie na wniosek 4.8, a jest twierdzenie 4.8.

« w twierdzeniu 4.57 brak zatozenia o domknietosci zbioru G;

» Brak streszczenia w jezyku polskim nie utatwiajg lektury pracy, zwitaszcza ze poja-
wiajg sie w niej terminy nie uzywane w jezyku polskim.

Podsumowujac, tematyka pracy doktorskiej Pana Adama Biatozyta sytuuje sie w geo-
metrii algebraicznej, a doktadniej w teorii o-minimalnych struktur. Dotyczy waznych i
trudnych zagadnien teorii szkieletow zbiorow. Wstep dos¢ dobrze wyjasnia jej geneze.
Wszystkie dowody wymagaty duzej bieglosci rachunkowej i pomystowosci. Lektura pra-
cy pozwala wnioskowaé, ze Autor posiada gruntowna wiedze i dobrg orientacje w zakresie
prowadzonych badan. Widaé réwniez jego duzg samodzielno$¢ w prowadzonych badaniach
naukowych. Wyniki uzyskane w pracy oraz ich rozwigzania sg oryginalne, wzbogacajg one
stan obecnej wiedzy w zakresie szkieletow zbioréw, zostaty opatrzone wyczerpujacymi ko-
mentarzami i przyktadami. Wnoszg one nowe $wiatto na zagadnienia dotyczace wiasnosci
metrycznych zbiorow.

Stwierdzam, ze recenzowana praca Pana Adama Biatozyta spetnia wymo-
gi stawiane rozprawom doktorskim przez Ustawe z dnia 14 marca 2003 r. o
stopniach naukowych i tytule naukowym (Dz.U. 2016 poz. 882). Wnosze o0 jej
przyjecie i dopuszczenie Pana mgr Adama Biatozyta do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego.

Z uwagi na doniosto$¢ uzyskanych wynikéw, wnosze o wyrdznienie pracy.



