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Recenzja rozprawy doktorskiej Pani mgr. Anny Francuz p.t.:
“Determining topological order with tensor

networks”

Recenzowana rozprawa doktorska tagczy w sobie bardzo aktualne zagadnienie
topologicznych wiasnosci materii z nowoczesng technikg obliczeniowg, jakg jest
metoda sieci tensorowych. Jest to metoda o tyle ciekawa, ze jako jedna z niewielu
moze by¢ skutecznie zastosowana do badania kwantowych uktadow, w ktérych
oddziatywania powodujg, ze do ich opisu nie wystarcza landauowska teoria cieczy
Fermiego. Z kolei wlasnosci topologiczne materii sg trudne do uchwycenia z powodu
braku mozliwosci ich opisu przy pomocy lokalnych wielkosci. Cho¢ jedno z pierwszych
zdan rozprawy, moéwigce, ze sieci tensorowe wydajg sie by¢ jedyng numeryczng
metodg oferujgca taki opis, jest nieco na wyrost, to trzeba przyznag, ze jest to metoda

dobrze dopasowana do badania topologii uktadéw.

Recenzowana rozprawa jest cyklem trzech artykutéw opublikowanych w latach
2020-21 w Physical Review B, co jest jedng z mozliwosci oferowanych przez ustawe

o stopniach naukowych i tytule naukowym. Sktadajg sie na nig nastepujace publikacje:

1. Anna Francuz, Jacek Dziarmaga, Guifre Vidal, Lukasz Cincio, ,Determining
topological order from infinite projected entangled pair states”, Phys. Rev. B 101,
041108(R) (2020)

2. Anna Francuz, Jacek Dziarmaga, ,Determining non-Abelian topological order
from infinite projected entangled pair states”, Phys. Rev. B 102, 235112 (2020)

3. Anna Francuz, Laurens Lootens, Frank Verstraete, Jacek Dziarmaga,
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,Variational methods for characterizing matrix product operator symmetries”,
Phys. Rev. B 104, 195152 (2021)

Jak wida¢ z powyzszego zestawienia, doktorantka jest pierwszym autorem
wszystkich prac i wszystkie one zostaty napisane sg we wspétpracy z promotorem,

prof. Jackiem Dziarmaga.

Publikacje uzupetnione sg 37-stronicowym wprowadzeniem w zagadnienia
i metody, ktorym powyzsze artykuty sg poswiecone. W szczegolnosci wprowadzenie to
zawiera rozdziat poswiecony stanom topologicznie nietrywialnym, w ktérym omawiane
sg zagadnienia takie jak zwigzek topologii z dalekozasiegowym splataniem, statystyka
anyonow i jej zwigzek z macierzami modularnymi S i T czy formalizm string-nets oraz
fusion category. Drugi zasadniczy rozdziat wprowadzenia dotyczy sieci tensorowych.
Zaprezentowane tam zostato jak przy ich pomocy opisa¢ funkcje falowg stanu
podstawowego czy nisko lezacych standw i jak przeprowadzi¢ procedure optymalizacii
tej reprezentacji. Omdwione zostaty tam takze role splgtania oraz symetrii w uzywanym
podejsciu. Wreszcie zostato tam przedstawione jak sieci tensorowe moga by¢ uzyte do
opisu stanéw topologicznych. Wprowadzenie to zawiera mieszanine dobrze
ugruntowanej wiedzy z dotychczasowych publikacji czy nawet podrecznikow
z oryginalnymi wynikami doktorantki. Z punktu widzenia typowego czytelnika jest to
bardzo dobre zestawienie aktualnego stanu wiedzy, natomiast recenzentowi bardziej
przydatby sie przewodnik pokazujacy globalne spojrzenie na catos¢ dorobku
doktorantki lub chocby wyrazne wydzielenie jej oryginalnych wynikow. Oczywiscie
sprawdzajgc umieszczone w tekscie liczne odwotania do bibliografii mozna stosunkowo
tatwo ten dorobek wydzielic. Ponadto, ta czesS¢ nie podlega ocenie, wiec powyzsze

uwagi nalezy potraktowac jako zupetnie poboczne.

Jak juz wyzej zostato stwierdzone, na rozprawe sktadajg sie trzy publikacje.
W pierwszej z nich, ,,Determining topological order from infinite projected entangled pair
states”, doktorantka proponuje uzycie iPEPS (infinite projected entangled pair state)
rozpoznawania stanu topologicznego silnie skorelowanego dwuwymiarowego uktadu.

Wykorzystywane sg do tego celu macierze S i T wyliczone z pojedynczego iPEPS.

.



W pracy zademonstrowano wyzszo$¢ tej metody nad ,tradycyjnym” podejsciem
opartym o metode grupy renormalizacyjnej macierzy gestosci (DMRG). DMRG jest
podejsciem, ktore bardzo efektywnie dziata w przypadku ukfadéw jednowymiarowych,
natomiast identyfikacja faz topologicznych wymaga obliczen dla ukladéw o skonczonej
szerokosci. W takiej sytuacji ztozono$¢ obliczeniowa bardzo szybko rosnie wraz ze
wzrostem szerokosci, uniemozliwiajgc zastosowanie tego podejscia do uktaddw,
w ktoérych diugosc¢ korelacji przekracza pare statych sieci. Jak pokazano w pracy,
uzycie IPEPS pozwala znaczaco ztagodzi¢ to ograniczenie. Zostato to w praktyce
zademonstrowane poprzez uzycie proponowanego podejscia do analizy fazy kodu
torycznego realizowanej w string-net model z zaburzeniem oraz w modelu Kiteva na
sieci typu plastra miodu. Mozliwos¢ przeprowadzenia obliczen w poblizu punktu
krytycznego potwierdza, ze metoda ta jest efektywna nawet dla duzych dtugosci
korelaciji.

Zaproponowane podejscie jest w drugiej z prac, ,Determining non-Abelian
topological order from infinite projected entangled pair states”, rozszerzone na
przypadek nieabelowy. Takze w tym przypadku macierze S i T postuzyly do
charakteryzacji faz topologicznych. Rozszerzenie to zostato zilustrowane poprzez
porownanie uzycia proponowanej w pracy metody na przyktadzie abelowego kodu
torycznego oraz nieabelowych modeli string-net Fibonacciego i Isinga. Wyliczono takze
topologiczng entropie splatania, a w jednym z dodatkow takze pokazano ze jest ona

nietrywialna dla modelu Kitaeva w zewnetrznym polu magnetycznym.

Trzecia z prac skfadajgcych sie na rozprawe, ,Variational methods for
characterizing matrix product operator symmetries”, jest kolejnym krokiem w kierunku
generalizacji zaproponowanego podejscia do charakteryzacji standéw topologicznych.
Podobnie jak w dwoch wezesniejszych pracach punktem wyjscia jest iPEPS i symetrie,
ktérych skfadanie definiuje reguty fuzji anyonéw. W tym przypadku jednak klasyfikacja
faz topologicznych odbywa sie w ramach teorii kategorii, a konkretnie struktur
matematycznych zwanych fusion categories. Do opisu fuzji anyonéw, a wiec i do
charakteryzacji porzadku topologicznego, uzywane sg tzw. symbole F. Takze w tym

podejsciu wyznaczone zostaty macierze topologiczne S i T. Skutecznos¢ metody
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zostata zademonstrowana poprzez jej zastosowanie do modeli uzywanych w dwaoch
wczesniejszych pracach, a dodatkowo takze do paru nowych. Okazato sie, ze
w niektorych przypadkach metoda daje o rzad wielkosci doktadniejsze wyniki. Nie jest
natomiast dla mnie jasny zakres jej stosowalnosci, jako ze w podsumowaniu pracy
autorzy stwierdzajg, ze doktadne wyniki otrzymujg dla stanéw z dtugoscig korelacji do

2.3, podczas gdy w pierwszej z prac byta mowa o dtugosci korelacji okoto 25.

Doktorantka rozwigzata w swoich pracach trudny i ambitny problem
obliczeniowy, dzieki czemu stanowig one oryginalny i wartosciowy wktad w rozwo;
metod badania wtasnosci topologicznych silnie skorelownych uktadéw wielociatowych
z wykorzystaniem sieci tensorowych. | nie dochodzgc jeszcze do koncowych konkluzji
juz mozna bez watpliwosci stwierdzi¢, ze ztozona z nich rozprawa spetnia wymagania
stawiane pracom doktorskim. Niemniej jednak prace napisane sg bardzo precyzyjnym
i matematycznie zaawansowanym jezykiem, co z jednej strony jest narzucone przez
charakter przeprowadzonych badan, z drugiej niestety powoduje ich pewng
hermetycznos$¢. Zatagczone wprowadzenie utatwia poruszanie sie w tej trudnej materii,
ale w dalszym ciggu dla czytelnika niebedacego ekspertem w tej szczegdlnej tematyce
pozostaje pewien niedosyt wynikajacy z trudnosci ulokowania badan doktorantki
w petnym obrazie topologii uktadow fizycznych. Poniewaz we wprowadzeniu
doktorantka postuguje sie zupetnie ogdlnymi sformutowaniami dotyczgacymi topologii,
mozna odnies¢ wrazenie, ze metody oparte na sieciach tensorowych sg jedynymi
technikami obliczeniowymi pozwalajgcymi bada¢ wiasnosci topologiczne, a macierze S
i T, tadunek centralny czy symbole F sg jedynymi wielkosciami potrafigcymi
scharakteryzowaé stan topologiczny. Tymczasem w wielu podrecznikach topologii,
wigcznie z tymi dotyczacymi topologii w fizyce, macierze Si T czy symbole F w ogole
nie pojawiajq sie. Pojawiajq sie za to na przyktad krzywizna Berry’ego czy niezmienniki
topologiczne. Podobnie stany topologiczne to nie tylko (kwantowe) ciecze spinowe, bo
przeciez w modelu Su-Schrieffera—Heegera czy w tancuchu Kitaeva mamy do
czynienia z bezspinowymi czastkami. To oczywiscie nie sg zarzuty w stosunku do
publikacji sktadajacych sie na rozprawe, a raczej do braku ulokowania prowadzonych
badan w szerszym obrazie topologii uktadéw fizycznych. Takie ulokowanie, ktore

mogtoby by¢é zawarte we wprowadzeniu, z jednej strony ufatwitoby czytelnikowi
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spojrzenie na uzyskane wyniki z odpowiedniej perspektywy, a z drugiej wskazatoby na
szerokie horyzonty doktorantki. Rozumiem, Zze rozprawa poswiecona jest wytgcznie
topologii uktadéw oddziatujgcych, ale pewniew warto byto to wspomnie¢ na samym jej
poczatku.

Dlatego tez chciatbym spyta¢ o relacje pomiedzy prowadzonymi badaniami,
a bardziej ,tradycyjnym” podejsciem do topologii. Chodzi gtéwnie o to, ze znane sg
silnie skorelowane uktady topologiczne (np. f-elektronowe izolatory topologiczne czy
izolatory Cherna na skreconej dwuwarstwie grafenowej). Czy stany topologiczne tych
uktaddw mozna by probowa¢ scharakteryzowa¢ wykorzystujagc zaproponowang
metode? W wiekszoéci nie sg to uklady dwuwymiarowe, ale moze sg szanse na
uogolnienie podejscia na wiecej wymiarow? | bardziej ogdlnie, chciatbym spyta¢ do
jakich fizycznych (realnych) ukfadéw — précz wspomnianych w pracy uktadow

hallowskich — mozna by proponowane podejscie uzy¢?

Na poczatku rozdziatu 3. wprowadzenia doktorantka pisze, ze sieci tensorowe
dajg najlepszy wariacyjny stan podstawowy modeli takich jak t-J czy model Hubbarda.
Pare lat temu Carleo i Troyer pokazali, ze sieci neuronowe dajg stan o nizszej energii
(Science 355, 602 (2017), np. Fig. 3). Czy postep w sieciach tensorowych w ostatnich

latach sprawit, Zze one znéw dajg najlepszy wynik?

Jak juz wspomniatem, wytkniecie braku szerszego kontekstu badan doktorantki
absolutnie nie jest zarzutem w stosunku to prac sktadajgcych sie na rozprawe. Jest ono
raczej wyrazem frustracji wywofanej bardzo silnym rozczionkowaniem nawet
stosunkowo waskich obszaréw badawczych i bardzo hermetycznego ich rozwoju.
Podreczniki ,tradycyjnej” topologii nie wspominajg o macierzach Si T czy symbolach F,
a te, ktore koncentrujg sie na sieciach tensorowych czy dalekozasiegowym splataniu
topologicznym zapominajg o niezmiennikach topologicznych czy dziesiecioelementowej
.Lablicy okresowej” standw topologicznych. A przeciez mimo ze w wielu przypadkach
oddziatywania niszczg pewne metody klasyfikacji, to czesto mozna skonstruowac

adiabatyczng Sciezke faczacqa te dwa rezimy.



Pomijajac czes¢ powyzszych dywagacji i koncentrujgc sie na zaprezentowanych
wynikach, z petnym przekonaniem stwierdzam, ze Pani mgr Anny Francuz wykonata
ogromng prace opracowujgc metode (a w zasadzie kilka metod) klasyfikacji stanow
topologicznych oddziatujacych uktadéw w oparciu o iPEPS, Zze otrzymane wyniki sg
wazne i wartosciowe i wnoszg znaczacy wkiad w rozwdj metod obliczeniowych. Tym
samym stwierdzam, ze jej rozprawa doktorska w petni spetnia wymagania stawiane
rozprawom doktorskim w Ustawie o stopniach naukowych i tytule naukowym,
jednoczesnie wnoszgc o dopuszczenie doktorantki do dalszych etapdéw przewodu
doktorskiego.
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